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NOTATIONS
L'indice H désigne la composante horizontale d'une grandeur ou d'un opérateur
vectoriel.
Ë : champ électrique.
f : frottement visqueux.
"" : coefficient de frottement.
9 : accélération de la pesanteur.
r : tension superficielle.
Ü : vitesse en régime non perturbé.
Ü1 : vitesse du fluide 1.
Ü2 : vitesse du fluide 2.
ü : perturbation de vitesse.
P : pression en régime non perturbé.
p : perturbation de pression.
~ : potentiel électrique en régime non perturbé.
</> : perturbation du potentiel électrique.
ï, J: courant électrique non perturbé.
),j: perturbation du courant électrique..
E, B: champ magnétique non perturbé.
b, b: perturbation du champ magnétique.
En: champ magnétique non perturbé, lié à ï.
Ef: champ magnétique non perturbé, lié aux conducteurs lointains.
bA : terme de la perturbation du champ magnétique lié au courant électrique.
bp: terme irrotationnel de la perturbation du champ magnétique.
Box, Boy, Boz: termes constants dans l'expression du champ lointain.
f31,f32,f33,/1,/2,/3: termes de gradient dans l'expression du champ lointain.
(J' : conductivité électrique d'un des quatre milieux.
ha: épaisseur de l'anode.
h : épaisseur de la couche de liquide supérieure.
H : épaisseur de la couche de liquide inférieure.
he: épaisseur de la cathode.
A : amplitude de la perturbation.
Am: amplitude maximale de la perturbation.
s : taux d'amplification de la perturbation.
l, m: composantes du vecteur d'onde.
(} : angle entre le vecteur d'onde et la direction Ox.
k : vecteur d'onde.
k :norme de k.
TI : cote de l'interface.
Lx: largeur de la cuve.
Ly: longueur de la cuve.
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2INTRODUCTION
L'instabilité d'interface entre deux liquides traversés par des courants électriques
et éventuellement soumis à l'action d'un champ magnétique est présente dans de
nombreuses situations industrielles. C'est le cas des fours à arc, où une couche de
laitier se superpose à un bain de métal fondu, mais aussi des matrices de certains
types d'imprimantes, où la destabilisation de l'interface entre l'encre et l'air est
occasionnée par l'expulsion du liquide chargé de particules ferro-magnétiques, hors
de la matrice. Enfin les cuves à élaboration de l'aluminium représentent un cas où
la totalité du courant traverse l'interface.
Le phénomène d'instabilité d'interface peut jouer un rôle important dans la
maîtrise d'un procédé industriel, d'abord pour sa mise en oeuvre, ensuite pour le
rendement des installations, tant du point de vue des quantités produ~tes que de
la qualité des produits obtenus. L'amélioration du moyen de production implique
la compréhension des phénomènes mis en jeu. En particulier, une reconnaissance
préalable des mécanismes physiques agissant au sein des fluides doit guider le choix
de l'outil d'étude le plus adapté à la situation.
Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à la description du procédé
Hall-Héroult pour l'élaboration de l'aluminium. Un sel fondu, appellé cryolithe
et contenant l'alumine, recouvre l'aluminium liquide déjà obtenu. Les deux couches
sont prises en sandwitch entre des anodes remplacées périodiquement et une cathode.
L'interface entre la couche de cryolithe, également appellée bain, et le métal, peut
être le siège d'instabilités prenant leur origine dans l'interaction entre le courant
électriqu~ traversant l'installation et le champ magnétique, à la fois lié à ce courant
et représentant l'environnement électro-magnétique de la cuve considérée.
Dans le second chapitre, les conditions critiques de fonctionnement des installa-
tions sont étudiées. Une étude de stabilité locale, linéaire, est développée, en vue de
caractériser les éventuelles instabilités et déterminer leurs circonstances d'apparition.
Dans ce type d'étude, les phénomènes se produisant en un point dépendent de la
situation physique existante dans un voisinage restreint autour du point considéré:
le jeu des forces électro-magnétiques peut avoir un effet stabilisant dans une région
et déstabilisant dans une autre.
Les fluides sont ici considérés en couches minces, délimités par deux électrodes.
Les quatre milieux sont supposées d'épaisseurs finies et constantes, de conductivités
électriques finies, et d'étendue infinie dans les directions horizontales. Le potentiel
électrique est développé dans chaque milieu en série entière polynômiale, ce qui
permet de prendre en compte les non- uniformités des distributions de courant dans
3les couches de fluides. Le champ magnétique résulte de deux effets, son expression
est la somme de deux termes. Le premier est lié à la distribution de courant par
le théorème d'Ampère. Le second représente le champ des conducteurs lointains. TI
fait l'objet d'un développement polynômial au premier ordre.
Les résultats de cette étude permettent de souligner le rôle des non-uniformités
des grandeurs électriques dans la stabilité. Mais surtout, la sensibilité des plus
grandes longueurs d'onde possibles .des cuves à l'excitation électro-magnétique a
pu être mise en évidence. Ce dernier point remet en cause la validité de l'outil
initialement prévu pour l'étude des mouvements de l'interface, au delà des condi-
tions critiques. TI avait été envisagé l'écriture et la résolution d'une équation de
propagation d'onde du type Guinsbourg-Landau, obtenue à l'aide d'une méthode
d'échelles multiples. La procédure repose sur l'hypothèse que la longueur d'onde
d'une perturbation, liée à l'échelle rapide du phénomène, soit inférieure à celle d'un
paquet d'onde, lié à l'échelle lente du mouvement, cette échelle lente étant elle-
même inférieure aux dimensions horizontales de l'installation. Une telle hiérarchie
d'échelles n'est plus respectée dans le cas des cuves. TI a donc fallu reconsidérer les
moyens les plus adaptés à l'étude du mouvement de l'interface.
Les conclusions de l'étude de stabilité linéaire mettent en lumière le rôle des
mouvements à grande échelle dans la stabilité des interfaces. Dans le cas de bassins
de dimensions finies, le phénomène consistera donc en des oscillations en masse
des deux liquides. De tels mouvements n'ignorent pas les complexités géométriques
des cuves de l'industrie. Les grandeurs caractérisant les mouvements concernés
dépendent des phénomènes se produisant en chaque point des domaines étudiés.
L'étude des déformations de l'interface nécessite donc l'emploi d'outils à caractère
global, c'est à dire susceptibles de prendre en compte la dépendance précédemment
soulignée.
Cependant, il a paru intéressant de présenter l'équation de propagation d'onde
obtenue à l'aide de la méthode des échelles multiples. En effet, dans cette équation,
le terme non linéaire apparaît en écrivant la continuité du champ des vitesses à
l'interface, ce que nous retrouvons au chapître suivant, dans notre code de calcul.
La démarche pour l'obtention de l'équation de Guinzbourg-Landau présente des
similarités avec celle pour l'écriture des équations du mouvement moyennées sur
l'épaisseur de chaque couche fluide. La présentation de cette équation fait l'objet de
chapître trois de ce mémoire.
Dans le quatrime chapitre, est présenté un code de calcul des mouvements
instationnaires de l'interface. Par un choix de conditions aux limites appropriées,
l'algorithme prend en compte les complexités géométriques des installations réelles.
Pour une position donnée de l'interface, la distribution du potentiel électrique dans
chaque milieu est tout d'abord déterminée. Ceci fait l'objet d'un premier module
du calcul. Le potentiel connu en chaque point, la valeur du courant électrique s'en
4déduit par simple dérivation. Le champ magnétique est extrapolé à partir de relevés
effectués en site industriel. TI est considéré constant au cours du calcul. Le calcul
des forces électro- magnétiques est réalisé à l'étape suivante. Le résultat est utilisé
pour résoudre les équations du mouvement dans chaque fluide. La nouvelle position
de l'interface est obtenue en y exprimant la continuité du champ de pression. La
répétition du processus permet de suivre l'évolution de l'interface.
L'exploitation des résultats de ce code permet de mettre l'accent sur le rapport
optimal entre largeur et longueur d'une cuve, ainsi que sur le rôle du canal central.
Le cinquième chapitre est consacré tout d'abord à la description d'une éventuelle
expérience de laboratoire, en similitude avec le cas des cuves. Dans les installations
réelles, l'écart relatif des masses volumiques des deux fluides est d'environ 10 pour
cent. La difficulté de trouver deux liquides non miscibles, conducteurs de l'électricité,
de masses volumiques voisines, entre lesquels l'interface puisse être visualisée par des
moyens de mise en oeuvre raisonnable a fait renoncer au projet d'une expérience de
laboratoire faisant intervenir courants électriques et champ magnétique.
En revanche, puisque l'instabilité des cuves est un phénomène d'oscillations
résonnantes, à l'échelle globale, le rôle des forces électromagnétiques est d'exciter
les fréquences propres des bassins. En agissant à la manière d'un filtre sur certains
modes, la géométrie des systèmes gouverne donc la mise en mouvement des masses
liquides. En conséquence, il est possible de reproduire, au moins dans ses mécanismes
essentiels, le mouvement dans les cuves en le simulant au moyen de forces de volume
qui ne soient pas nécessairement de nature électromagnétiques. Dans cette optique,
une expérience de laboratoire a été réalisée, dans laquelle une interface entre une
couche d'eau pure et une couche d'eau salée est mise en mouvement en remuant la
cuve. Les résultats de cette expérience concernent principalement le rôle des canaux
entre les anodes. Leur influence sur les modes propres ainsi que la perte de charge
qu'ils occasionnent ont pu être étudiées.
Enfin, le sixième chapitre de ce mémoire est consacré à une conclusion générale
sur la stabilité des interfaces entre fluides soumis à des forces électromagnétiques.
Pour le cas des cuves à aluminium, sont esquissés les développements des recherches
à venir à partir d'outils du type de ceux que nous avons utilisés.

CHAPITRE UN: DESCRIPTION DU PROCEDE INDUSTRIEL

61) PRINCIPES D'ELABORATION DE L'ALUMINIUM
L'aluminium est obtenu par électrolyse de l'alumine selon un procédé découvert
séparément par Hall et Héroult en 1886. Jusqu'à récemment, la production occiden-
tale augmentait de 7 à 8% annuellement. A l'heure actuelle, elle tend à se stabiliser
autour de 14 millions de tonnes par an.
La fabrication s'effectue de manière suivante: l'électrolyte, un sel fondu appellé
cryolithe, dans lequel est dissoute l'alumine, et une partie de l'aluminium liquide
déjà obtenu sont traversés par un courant continu amené puis collecté au moyen
d'anodes et d'une cathode de carbone. la réaction a lieu dans des cuves à électrolyse
dont les dimensions sont d'environ 4m pour la largeur et 10 à 15m pour la longueur
suivant les modèles; l'intensité du courant varie de 100kA à 280kA pour les plus
récentes. Une cuve se présente selon le schéma suivant:
oLten saLt
eLectroLyte
Carbon anodes
oLten aLuminium
l++l--'Cathode ·bus
\~-_-Larbon Lining
CoLLector bars
Figure 1: vue en coupe d'une cuve Hall-Héroult perpendiculaire à sa direction
horizontale.
72) DIFFICULTES DE MISE EN OEUVRE
La perturbation de l'interface Aluminium-Cryolithe constitue l'une des dif-
ficultés rencontrées lors du fonctionnement des installations. il existe une
déformation, même en régime stationnaire, qui doit d'ailleurs être limitée. Une
oscillation supplémentaire, semble- t-il de grande longueur d'onde, y prend nais-
sance, réduisant la distance interpolaire. Les conditions de travail de la cuve devi-
ennent instables et le rendement électrochimique du courant chute. TI se produit un
phénomène de redissolution de l'aluminium préalablement formé dans la cryolithe
et vraisemblablement une inversion de la réaction d'électrolyse attendue, selon le
schéma:
3COz + 2Al ~ Alz0 3 + 3CO
Le mouvement du métal liquide et du bain dans la cuve est donc un phénomène
important, en particulier dans les cuves à intensité de courant élevé, qui méritent
une étude approfondie. Ce mouvement comporte à la fois des phénomènes à petite
échelle associées au dégagement des bulles de CO. il consiste également en des os-
cillations et des circulations des liquides. La circulation du bain assure la diffusion
de la charge d'alumine et favorise l'uniformité des températures. Elle s'accompagne
d'une déformation stationnaire de l'interface. Les oscillations de l'interface exigent
un accroissement des distances interpolaires et donc une augmentation de l'épaisseur
du bain, dont par ailleurs la conductivité électrique est faible. il en résulte une aug-
mentation de la dissipation ohmique et de l'énergie consommée par les installations.
Une meilleure connaissance de ces phénomènes devrait permettre une amé-
lioration du rendement de Faraday, rapport de la quantité d'aluminium produite à
la production théorique prédite par la loi de Faraday.
On peut également penser que l'étude de ces problèmes, notamment l'influence
des divers paramètres sur les oscillations de l'interface, pourrait amener des progrès
dans les techniques de pilotage, manuelles ou automatiques, des cuves. Une ap-
proche expérimentale en site industriel parait difficile en raison du recouvrement de
l'interface par le réseau d'anodes, et le capotage des cuves, qui en limite l'accès.
CHAPITRE DEUX: THEORIE LINEAIRE DE LA STABILITE DES CUVES

91) INTRODUCTION
Dans ce second chapitre, est développée une théorie de la stabilité linéaire des
interfaces entre deux fluides soumis à des forces électro-magnétiques.
Dans les cuves à aluminium, les épaisseurs des deux couches liquides sont de
quelques centimètres, alors que leurs étendues horizontales sont de plusieurs mètres.
Les fluides étant disposés en couches minces, les équations du mouvement pourront
faire l'objet d'hypothèses simplificatrices. En particulier, les phénomènes de dissi-
pation sont pris en compte dans la présente théorie de stabilité linéaire, de façon
schématique. L'éventuelle rétroaction de l'écoulement sur le champ magnétique est
examinée.
Notre théorie est obtenue au moyen d'une approche perturbatoire. Des courants
électriques et des champ magnétiques non uniformes sont considérés. TI en résulte
que les critères de stabilités dépendent des variables d'espace horizontales. Ceci pose
le problème de la validité de la démarche, surtout en ce qui concerne les grandes
longueurs d'onde du système.
Des résultats sont présentés, pour lesquels les valeurs des paramètres de l'étude
cadrent avec la situation des cuves à aluminium. Enfin, des mécanismes d'instabilité
locale sont mis en évidence.
2) CADRE DE L'ETUDE
a) Rappel sur les travaux antérieurs
La stabilité de ce type d'interface a été étudiée selon plusieurs approches. Sher-
cliff [1] insiste sur le caractère extrêmement anisotrope des ondes d'interface: les
ondes influencent le courant électrique et ainsi la force électro-magnétique dans
une mesure qui dépend de la direction de propagation. Sneyd [2] démontre que la
non-uniformité du champ magnétique des conducteurs lointains est un facteur desta-
bilisant. Moreau et Ziegler [3], mettent l'accent sur l'importance d'une éventuelle
composante horizontale du courant électrique et montrent son influence sur la sta-
bilité de l'interface. Enfin, dans le cas de l'expérience de Robinson [4], les lignes
de courant électrique ne traversent pas l'interface, mais restent confinées dans un
seulement des deux fluides.
b) Hypothèses sur les équations du mouvement
Les fluides sont présents en couches minces. La composante verticale de la
vitesse est petite devant les composantes horizontales. L'étude se borne ainsi à
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la détermination du mouvement horizontal. Les épaisseurs sont petites devant la
largeur ou la longueur de la cuve, aussi les échelles temporelles caratérisant le trans-
fert vertical sont petites devant celles du transfert horizontal et par suite, les échanges
horizontaux de quantité de mouvement sont négligeables devant les échanges verti-
caux. La divergence horizontale du tenseur des contraintes peut donc être négligée
face au frottement sur les frontières horizontales de chaque couche fluide. Dans
l'équation de Navier-Stokes, le terme de frottement visqueux ne pouvant plus s'écrire
j.Lti.a, il faut donc trouver une nouvelle relation entre le champ des vitesses et le frot-
tement. Moreau et Evans [5], ont suggéré une loi de la forme:
T = KU. (2,1)
Cette approximation est justifiée a priori par le fait que l'échelle des tourbillons
est petite devant l'échelle horizontale de la circulation des fluides. Au demeurant,
le rapport des forces d'inertie aux forces de frottement étant du même ordre de
grandeur que If, le terme a. va est négligeable. Les équations du mouvement
en régime stationnaire se ramènent à un équilibre entre force de volume électro-
magnétique, gradient de pression, et force de frottement exprimée en fonction des
vitesses. Cet équilibre s'écrit, dans le plan horizontal:
0, (2,2)
(2,3)
Dans ces équations, le profil des vitesses horizontales est supposé uniforme dans
la direction verticale. Des expériences [5] ont confirmé la valeur de ce modèle, per-
mettant même d'ajuster la valeur de la constante K à environ 0,3 8-1 . Ce coefficient
est représentatif du niveau de turbulence préexistante dans les couches fluides.
c) Rétroaction du mouvement sur le champ magnétique
L'importance de l'effet concerné est déterminée en estimant la valeur du nombre
de Reynolds magnétique R m , ordre de grandeur du rapport des courants d'induction
aux courants de conduction. En appellant (J la conductivité électrique du milieu
considéré, la loi d'Ohm s'écrit:
(2,4)
Dans notre cas, le champ magnétique résulte de deux effets. Un terme de
champ proche, En, est lié au courant dans l'installation. Un terme irrotationnel,
le champ lointain El, traduit l'influence des courants circulants hors des fluides
considérés. Le nombre de Reynolds magnétique est l'ordre de grandeur du rapport
de IËI à la x Eni. La différence de potentiel aux bornes des deux couches liquides
est d'environ 5V. En régime de fonctionnement normal, l'épaisseur de bain est de
4,5cm, celle de métal de 19cm. Le champ électrique Ë est d'environ 102 Vm- 1 • La
Il
densité de courant traversant l'interface est approximativement 7000A. L'échelle de
longueur horizontale dans les cuves est de l'ordre du mètre. L'ordre de grandeur du
champ est donc de 10-2T. Les vitesses dans les liquides sont d'environ 0, 1ms-1 [1].
Le nombre de Reynolds magnétique est donc de l'ordre de 10-5 • On négligera ainsi
ü x En dans la loi d'Ohm. De plus, les courants lointains sont du même ordre de
grandeur que ceux traversant l'interface. TI s'ensuit que l'ordre de grandeur de El
est plus petit que celui de En. Le terme üx El ne sera pas non plus pris en compte.
Dans le cadre de ces approximations, les perturbations des grandeurs électro-
magnétiques sont indépendantes du champ des vitesses. Elles dépendent seulement
de la géométrie de l'interface et s'y adaptent instantanément. Il nous apparaît que
dans la plupart des situations de l'industrie ou du laboratoire, le nombre de Reynolds
magnétique peut être considéré comme petit devant l'unité. Un autre point de vue
est développé par Descloux et Romério [6], dans l'étude desquels le terme ü X E est
pris en compte dans la loi d'Ohm.
d) But de la présente étude
Dans notre théorie de stabilité, une mise en mouvement des deux fluides est prise
en compte, de façon schématique, par l'intermédiaire de l'effet I<:elvin-Helmholtz.
Les vitesses dans les deux fluides sont supposées constantes suivant la verticale.
Dans cette approche locale, leurs valeurs sont supposées indépendantes des autres
paramètres du système. Des courants et champs magnétiques non uniformes sont
égaIements introduits. TI apparaît nécessaire d'estimer les perturbations du courant
et du champ magnétique dans les électrodes et ce, pour deux raisons: d'abord pour
leur influence sur les grandeurs électro-magnétiques dans les deux fluides, ensuite
pour la continuité du champ magnétique dans tout l'espace.
Le détail des calculs ne peut être exposé dans le présent mémoire. Les grandes
lignes en sont présentées en annexe 1.
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3) ETAT NON PERTURBE
a) Le potentiel électrique
Dans cette étude de stabilité locale, les quatre milieux sont considérés infinis
dans les directions horizontales, x and y. Dans la direction z, l'anode est limitée
par h < z < ha, la cathode par -he < z < -H, les deux couches fluides par
-H < z < h. L'interface est dans le plan z = 0 en régime non perturbé.
Figure 2: les quatre milieux.
13
Dans chaque milieu, le potentiel électrique est développé en sene entière
polynômiale. L'expression obtenue obéit à l'équation de Laplace et satisfait les
conditions de continuité portant sur lP et 0" ~; à la traversée des trois interfaces. Les
quatre milieux sont appellés a pour l'anode, 2 pour le fluide le plus léger, 1 pour le
fluide le plus lourd, c pour la cathode. Leurs conductivités électriques sont O"a, 0"2,
O"l,O"c:
lP a= ~ (EaZ +Oa +ax +by +ir (x2 - z2)) ,
lP2 = ~ (z +ax +by + li (x2 - Z2)) ,
lPl = ~ (-r+ax+bY+ir (x 2 - Z2)) ,
lP c = :2 (Ecz+Oc+ax+bY+ir(X2 - Z2)) ,
On introduit les notations suivantes:
(2,5)
La densité de courant moyenne traversant l'interface est appellée J. Le pre-
mier terme, proportionnel à z représente un courant vertical uniforme traversant
l'interface horizontale. D'autres courants électriques, couramment observés dans les
situations de l'industrie ou du laboratoire, sont représentés par trois autres termes,
caractérisés au moyen des coefficients adimensionnels, a, b, c. Les deux premiers
ont trait à des courants horizontaux et uniformes dans chaque fluide. ils peuvent
être employés à compenser l'effet de la gravité dans une expérience comme celle de
Robinson [4]. Le courant associé à c provoque l'expansion des lignes de courant dans
la direction horizontale, dans un, par exemple, des milieux. La présence du coeffi-
cient b autorise une orientation quelconque entre le courant horizontal uniforme et
le courant évasé, associé à c. Sur la figure suivante, sont représentées les lignes de
courant dans une demi- cuve pour un choix de deux valeurs des coefficients a, b, c.
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L'origine du repère est pris au centre de la cuve, le plan d'équation z = 0
contient l'interface en régime non perturbé.
Figure 3a: lignes de courant dans une demi-cuve a = 0, b 0, C = 2.3 10-5
"
tr-
I \ \ \ \ \
\\\\\\\W\ \ \
o
Figure 3b: lignes de courant dans une demi-cuve a = 0, b = 0, C = -5.7 10-6
Figure 3: évasement des lignes de courant dans une demi-cuve: a) C > 0;
b) C < O.
b) Le champ magnétique
Ainsi que l'a fait Sneyd [2], nous choisissons pour le champ magnétique loin-
tain une expression du type Bi = BOi + CtijXj. La matrice des coefficients Ctij est
symétrique car rotE = 0dans chaque milieu. En outre, Ctii = °car V. E = O. En
conséquence, l'expression du champ magnétique est dans chaque milieu:
{
Box + Il X + f33Y + f32 z + f.LJ (t - bl,2 Z ) ,
Bl ,2 = Boy + f33x + 12Y + f3lz + f.LJ ( -~ + al,2 z + 2CjfXZ) ,
Boz + f32 x + f3lY + 13 Z ,
(2,6)
C, Cl = C~, Il + 12 + 13 o.
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Notre expression du champ magnétique est un développement au premier degré
en x et y, tandis que pour <1> une expression au second degré est écrite pour x.
Dans l'expression polynômiale de <1>, l'ordre de grandeur du terme de second degré
fI(x 2 - y2) peut excéder celui des termes de premier degré ax et bYe Si Ln est
l'échelle de la dépendance de q> en x et y, L r un ordre de grandeur de la distance
entre les deux couches fluides et les conducteurs à l'origine du champ lointain, le
rapport ~ est en général inférieur à l'unité. TI en résulte que les termes de second
degré dans le développement en série du champ lointain sont négligeables. L'ordre
de grandeur de Ln est obtenu en comparant l'importance des termes fI(x 2 - z2) et
z dans l'expression de <1>. Ainsi, Ln est donné par fIL; ~ H.
La force non perturbée .f X Ë peut être rotationnelle et provoquer une mise
en mouvement des fluides dans le plan (x, y), ainsi d'ailleurs qu'une déformation
de l'interface. Cette déformation, estimée par Moreau et Evans [1], est supposée
assez petite pour être négligée. La turbulence préexistante est représentée par le
coefficient K. Le mouvement en régime non perturbé des deux fluides, de vitesses
Ü1 et Ü2 , peut provoquer l'instabilité de Kelvin-Helmholtz. Ce phénomène est pris
en compte dans notre étude de stabilité locale, via les composantes de Ü1 et Ü2 ,
parallèles au vecteur d'onde. Cependant, ces composantes sont considérées comme
des paramètres indépendants et uniformes, tandis que dans les cuves à aluminium
les champs des vitesses horizontales sont controllés par les forces j X Ë, et dépendent
des variables d'espace x et y.
4) ETAT ·PERTURBE
a) Perturbation de l'interface
Une perturbation de l'interface est introduite, de la forme:
1] == Aest+ilx+imy, (2, 7)
où (l,m) sont les deux composantes du vecteur d'onde k. Par conséquent, k peut
avoir une orientation quelconque vis à vis des deux types de courant horizontal. On
définira 0, l'angle entre le vecteur d'onde et la direction x.
L'expression de <1> dépend pas symétriquement de y et de x. Une dépendance en
x suffirait à assurer l'existence d'un courant horizontal. Etant donné que le vecteur
d'onde est choisi à deux composantes (l,m), il est possible d'étudier des situations
où des courants horizontaux, uniformes ou non, puissent avoir des orientations quel-
conques vis à vis de la direction de propagation de la perturbation. En conséquence,
les grandeurs électromagnetiques et mécaniques ne dépendent symétriquement de x
et de y.
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b) Le potentiel perturbé
La perturbation du potentiel électrique est évidemment proportionnel à 'fJ. Elle
satisfait l'équation de Laplace t:i.1> = 0 dans les quatre milieux, et obéit aux condi-
tions telles que <P + 1> et (7 8(~~<P) soient continus à la traversée des trois interfaces.
La discontinuité de <P + 1> due à la polarisation est négligée. Il s'agit d'un effet
mineur, habituellement destabilisant, présent dans les cuves à aluminium. La con-
dition M= 0 est imposée sur les plans z = ha and z = -he. La perturbation de
courant ne peut exister au delà des électrodes. Huit relations peuvent être écrites.
A l'interface fluide-fluide, l'expression au premier ordre en 'fJ des conditions de con-
tinuité s'écrit:
(2,8)
(2,9)
où n est la normale à l'interface. Les sauts de <P et ~; en z = 'fJ sont de la forme
u + vx, où u et v sont des fonctions indépendantes des variables d'espace, et où v est
proportionnel au coefficient c. Ainsi, l'expression de 1> est recherchée dans chaque
milieu de la forme: .
Puisque t:i.1> = 0, fo et fI obéissent aux conditions suivantes:
{ f{' - k
2fI = 0,
l'ft _ k 2 l' - _ 2il f
JO JO - H 1·
Ces équations admettent des solutions du type:
{ fI = Al (fLl sinhkz +(1- fLl)coshkz),fo = Ao (fLo sinh kz +(1- fLo) cosh kz) +Term (fI),
(2,10)
(2,11)
(2,12)
où Al et Ao sont des coefficients d'amplitude, fLl et fLo peuvent être considérés comme
des coefficients d'orientation, dépendant du rapport des conductivités électriques et
des épaisseurs des quatre milieux consécutifs. Dans chaque milieu 4 inconnues sont
ainsi définies, soit 16 pour le système complet. En séparant les 8 relations en x O et
en xl, 16 équations sont obtenues, et chaque coefficient peut être déterminé.
Le coefficient Al est proportionnel à c, lequel est donc directement responsable de
la non uniformité de <P et de 1> dans chaque milieu. Le coefficient fLl est un nombre
réel.
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Quant à Ao, il vérifie une équation non linéaire:
3? ? ?+ c Zeee + C· Zee + cZe + a- cZaae + abcZabe + b- CZbbe
o. (2,13)
Le coefficient d'orientation flo est donné par:
(2,14)
où X, Y, Z, XI-' sont des fonctions sans dimension des épaisseurs et conductivités
électriques des quatre milieux et des composantes l, m. du vecteur d'onde.
La résolution de l'équation (2,13) mène à deux solutions. Lorsque c est nul,
l'équation (2,13) devient:
(2,15)
L'une des deux solutions de l'équation (2,13) s'annule avec c et n'est donc pas con-
sidérée. Le caractère non linéaire de (2,12) disparait quand le courant électrique est
uniforme (c = 0). Dans ce cas, le coefficient Ao est donné par:
(2,16)
où W, W a , Wb sont des fonctions sans dimension des conductivités électriques et
des épaisseurs des quatre milieux, ainsi que des composantes l, m du vecteur d'onde.
Dans le cas où la conductivité électrique d'une électrode est beaucoup plus grande
(plus petite) que celle du fluide qui la baigne, les lignes de courant perturbé sont nor-
males (parallèles) aux interfaces solide- fluide et les coefficients fl1 et flo deviennent 1
(0) dans le fluide. La non linéarité disparait ainsi de l'équation (2,13). Généralement,
l'amplitude de la perturbation de courant est une fonction non linéaire des coeffi-
cients a, b, c. En outre Ao etflo sont des nombres complexes: l'orientation des lignes
de courant perturbées à la traversée d'une interface ne dépend pas de a, b, c.
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c) Le courant électrique perturbé
La perturbation de courant est obtenue par la loi d'Ohm; = -af1<p dans chaque
milieu. La perturbation du potentiel est de la forme:
J
<p = -F(x, z)TJ,
a
la densité de courant perturbée a pour expression:
{
ilF + ôF
_ x
j = -JTJ imF
ôF7);.
(2,17)
(2,18)
Il est remarquable que dans le cas où c est nul, Al est nul, ft est nul et ainsi ~~ est
nul également. Dans cette hypothèse, la perturbation de courant est contenue dans
le plan (k, z).
cl) Le champ magnétique perturbé
La perturbation du champ magnetique est la somme de deux termes:
(2,19)
où bA est obtenu par le théorème d'Ampère rotbA = Il]. Dans chaque milieu, son
expression est de la forme:
_ {-im JF dz
bA = IlJTJ il JF dz + J ~~ dz
O.
(2,20)
Quand c est nul, bA est normal au plan (k, z). A cette expression mathématique,
la plus simple possible, il faut envisager l'addition d'un terme irrotationnel bp, afin
d'assurer la continuité du champ total ET = E + b. A la traversée des trois
interfaces, les composantes normales et tangentielles du champ ET sont continues.
L'écriture de 6 relations est donc possible. La perturbation du courant est supposée
inexistante au delà des électrodes. Puisque bA est horizontal dans les quatre milieux,
la nullité de la seule composante horizontale de b est requise en z = ha. et en
z = -hc. Deux autres relations peuvent alors être écrites. La composante verticale
de bp ne s'annule pas nécessairement en z ha., -hc. TI est envisageable de
considérer deux milieux supplémentaires, par delà les électrodes, au sein desquels
bp • puisse décroître, en s'annulant à l'infini.
Le saut de E +bA à travers chaque interface est de la forme: up + vpx,
où up et vp sont deux fonctions indépendantes des variables d'espace, et où vp est
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proportionnelle au coefficient c. L'expression de bp dans chaque milieu voit sa forme
obéir à:
(2,21)
où
(2,22)
La nullité de V• bp entraine .6. (Gry) = O. Par conséquent go et gl obéissent aux
équations suivantes:
{
g~' - k'2 gl = 0,
g" _ k2g __ '2il go 0 - H 1·
Ces équations admettent des solutions du type:
(2,23)
(2,24){
gl = APl (lI1 sinh kz + (1 - lI1) cosh kz) ,
go = APo (llo sinh kz + (1 - lIo) cosh kz) +Term (gl) ,
où APl et APo sont des coefficients d'amplitude, lI1 et lIo peuvent être con-
sidérés comme des coefficients d'orientation, tributaires du rapport des conductivités
électriques et des épaisseurs de deux milieux consécutifs. Dans chaque milieu appa-
raissent donc 4 inconnues, soit 16 pour le système dans son ensemble. En séparant
les huit relations en x O et xl, 16 équations sont obtenues, permettant l'obtention de
chaque coefficient.
Le coefficient APl est proportionnel à c. La continuité du champ magnétique
lointain dans tout l'espace entraine que APl soit responsabe de la non uniformité de
bdans chaque milieu. Le coefficient lI1 est un nombre réel. Le coefficient APo obéit
à une équation non linéaire:
APt? (cX Pc + i (aX Pa + bXPb)) +
Le coefficient d'orientation lIo est donné par:
aXPvlIo = -- + lI1APo
O. (2,25)
(2,26)
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où XP, YP, ZP, XPI/ sont des fonctions sans dimension des conductivités
électriques et des épaisseurs de chacun des quatre milieux et des composantes I, m
du vecteur d'onde.
L'équation (2,25) admet deux solutions distinctes. Lorsque c est égal à zéro,
elle devient:
(2,27)
Une des deux solutions de l'équation (2,24) s'annule avec c, et n'est donc pas con-
s'idérée. Le caratère non linéaire de l'équation (2,25) disparait quand le courant
électrique est uniforme (c = 0). Dans ce cas, le coefficient APa est donné par:
(2,28)
où W Pa, lVPb sont des fonctions sans dimension des conductivités électriques et
des épaisseurs des quatre milieux, ainsi que des composantes I, m du vecteur d'onde.
Dans le cas simple où la conductivité électrique d'une électrode est beaucoup plus
grande (beaucoup plus petite) que celle du fluide le plus proche, VI et Va prennent la
valeur 1 (0) dans le fluide. il en résulte que la non linéarité disparait de l'équation
(2,25). De façon générale, l'amplitude de bp est une fonction non linéaire de a, b,
c. Les coefficients APa et Va sont des nombres complexes. La similarité entre les
équations (2,13) et (2,25) est remarquable: G et <p sont deux fonctions harmoniques,
définies avec le même type de conditions aux limites.
e) Le champ des vitesses pert urbées
Les perturbations du champ de vitesse il et de pression p sont également sup-
posées proportionnelles à 7]. La perturbation de la force de volume f est obtenue
grâce à:
f=]xË+Jxb.
Et dans chaque milieu, il et p obéissent aux équations suivantes:
(2,29)
(2,30){ p_ (~ +") ü ~ - Vp + j~
\7. u = o.
Ainsi que Sneyd le fait remarquer [4], la perturbation de la force électromagnétique
vérifie:
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En écrivant les équations du mouvement:
(2,31)
L'équation (2,30), où n'intervient pas l'expression du champ lointain, est résolue
avec les conditions aux limites suivantes sur la composante verticale de la vitesse:
{
wez = h)
wez = TJ)
wez = -H)
= 0;
=A(s +if· ü);
= o.
(2,32)
Ces conditions sont facilement transformées en conditions sur la pression:
{
7fz(h) = f~2)(h);
8p - - - - 2FZ (0) = -Cs + ik . U2+ ~)(s + ik . U2)P2 + f~ ) (0);
{
8p - - - - (1)FZ (0) = -Cs + ik· U1 + ~)(s + ik· U1)P1 + fz (0);
7fz (-H) = f~l) (-H).
(2, 33a)
(2, 33b)
il est remarquable que, attendu que fz = jxBy - jyBx + Jxby - Jybx, l'expression
du champ Boz soit absente de celle de p. Le champ magnétique vertical joue donc
un rôle sur la stabilité de l'interface, mais seulement via son effet sur le mouvement
horizontal et les petites échelles de la turbulence dans chaque fluide, représentées
par les variables indépendantes· Ü et ~ dans la présente étude.
Dans chaque milieu, la composante verticale de f est de la forme:
où les fonctions Pab ne dépendent pas des variables d'espace x et y, mais seulement de
z. Ceci suggère pour la perturbation de pression, dans chaque milieu une expression
du type:
(2,34)
où les fonctions Pab sont adimensionnelles et dépendent de la seule variable z.
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5) EQUATION CARACTERISTIQUE
L'équation caractéristique est obtenue en écrivant la continuité de la pression
totale à, l'interface entre les deux liquides:
(2,35)
La perturbation de pression est déduite à, partir de l'équation (2,25). Le saut, à,
travers l'interface, de pression non perturbée contient un teEme q~i re.,présente la
partie irrotationnel1e de la force électrique non perturbée F = J x B, le terme
gravitaire gap, et le terme de tension interfaciale fk 2 • Nous écrivons à, l'interface:
(PC') _ p(1) ) (~) = ~ [gOp+ fk' _ l'J' H(E _ 1) ( ';; + 2;')].
Finallement l'équation caractéristique revêt la forme classique:
+ gap + fk2 + j.LJ2 H [n' + im'] = 0,
(2,36)
(2,37)
où n'et m' sont des nombres réels dont l'expression détaillée figure en annexe 1
de ce mémoire. On remarquera le présence du terme imaginaire im', qui s'annule
quand rot! est nul.
6) COURBE NEUTRE
La condition de stabilité marginale, telle que s soit imaginaire, est tirée de
l'équation (2,37). Des quantités adimensionnelles sont introduites, à, partir de
la longueur caractéristique H et de l'échelle de champ magnétique j.LJH. Nous
définissons les nombres adimensionnels:
nombre de Froude.
F=
If. (Ü2 - Ü1 ) 1
kJ9ÏÏ
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J.LPHQ=-,gap
rapport des forces électromagnétiques aux forces de gravité,
J.L2 J4 H
P = gap2K,2'
rapport du carré des forces électromagnétiques au produit des forces de gravité et
de frottement,
r
T= gapH2'
rapport des efforts de tension interfaciale aux forces de gravité. On introduit
également les paramètres de position dans la cuve:
xX--'
- H' y-.JL.- H'
(2,38)
La condition de stabilité marginale est écrite:
a1 r1r2F 2 = - Pa1m ,2 + (r1 + r2) (Qn' + 1 +Tai),
t1 t2 t1 t2
où al = kH, a2 = kh, r1 = ~,r2 = ~,t1 = tanh(a1)' t2 = tanh(a2)' Les fonctions
m'et n' dépendent linéairement des paramètres du champ magnétique lointain.
Des courbes neutres sont présentées, correspondantes au cas des cuves à alu-
minium. Les valeurs des paramètres du champ lointain sont extrapolées, de façon
approximative, à partir de la figure 4. On prendra:
Box = -0,4; Boy = 0,3; (31 = 0,08;
(32 = 0,06; (33 = -0,1; Il = 0,17; 12 = -0,02.
Les nombres adimensionnels P, Q, T, ont pour valeurs approchées dans le cas
des cuves:
Les courbes neutres sont tracées pour le choix des deux valeurs de a, b, c dont
sont représentées, à la figure 3, les lignes de courant associées en régime non perturbé.
On choisira également deux valeurs possibles de 8, correspondantes à des vecteurs
d'onde selon les directions x et y. Enfin, neuf positions dans l'espace pourront être
considérées. Elles sont indiquées sur la figure 5.
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La valeur de a = :I est celle du fonctionnement en régime d'exploitation la
plus courante. Dans ce cas une couche de 4,5cm de bain recouvre u"ne couche de
19cm de métal. En abcisse est reporté la valeur du logarithme décimal du nombre
d'onde adimensionnel al. Le choix d'une échelle logarithmique permet une meilleure
exploration des petits nombres d'onde. Sur chaque graphe est représentée la courbe
neu~re associée à l'instabilité de Kelvin-Helmholtz classique J( - H, c'est à dire en
l'absence d'effets électromagnétiques. Pour de petites valeurs du nombre d'onde,
la pesanteur est le principal effet stabilisant, alors que pour de grandes valeurs du
nombre d'onde, la tension superficielle est responsable des effets stabilisants, ainsi
que le montre Chandrasekhar [7]. En ordonnée est reporté le carré du nombre de
Froude p2. On pourra ainsi analyser l'importance relative des effets M.R.D. TI est à
noter que pour des vitesses dans les deux liquides de l'ordre de 10 cm.s-1 , le nombre
p2 correspondant au cas des cuves réelles est de l'ordre de 5.10-3 •
Pour chaque direction horizontale de l'espace le nombre d'onde correspondant
à la longueur d'onde maximale, dans le cas d'une cuve de 3,2m de large et 13,5m de
long, est indiqué d'un trait vertical. Cette longueur d'onde maximale est égale au
double de la dimension du bassin dans la direction considérée.
Les figures 6 à 9 représentent 4 courbes neutres typiques du cas des cuves a
aluminium. Une exploration plus approfondie des paramètres donne lieu au tracé
d'autres courbes, lesquelles sont représentées en annexe 2 de ce mémoire. Ce sont les
figures 1 à 32 de cette annexe. Egalement en annexe 2, les figures 33 à 36 montrent
l'influence du seul paramètre a. En site industriel, on constate que l'importance de
ce paramètre est cruciale. TI prendra pour ces courbes les valeurs 0,1 et 0,5, alors
que dans les cuves réelles, en régime d'exploitation nominale, nous avons a = 0,23.
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Figure 61: Courbe neutre;
a = 0, b = 0, C = 2,3.10-6 , X = 0, y = 0, () = O.
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Figure 7': Courbe neutre;
a = 0, b = 0, C =2,3.10-6 , X = 0, y = 0, () = ~
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Figure 8;: Courbe neutre;
a = 0, b = 0, c = -5,7.10-7 , x = 0, y = 0, e= O.
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Figure 9: Courbe neutre;
a = 0, b = 0, C = -5,7.10-7 , x = 0, y = 0, () = l
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7) INTERPRETATION DES RESULTATS
a) Les diverses échelles du phénomène
Sur les courbes précédemment tracées, l'influence des effets électromagnétiques
est négligeable aux grands nombres d'onde, où domine la tension superficielle (al
supérieur à 102). Cette influence peut être stabilisante ou non dans l'intervalle de
nombres d'onde (10-1 ::; al ~ 102). Elle devient ensuite systématiquement
stabilisante pour de plus grandes longueurs d'onde (10-2 < al ~ 10-1).
Dans le cas d'ondes se propageant dans la direction Ox (B 0), la courbe
neutre présente même un maximum, lequel reflète la compétition des divers
mécanismes électromagnétiques. Pour les plus grandes longueurs d'onde, les ef-
fets électromagnétiques sont à l'origine d'une branche asymptotique qui peut être
tour à tour négative (e = 0), ou positive (e = -r)'
Mais le résultat le plus frappant de cette étude de stabilité concerne la sensi-
bilité des plus grandes longueurs d'onde aux effets électro-magnétiques. Une analyse
asymptotique de l'équation (2,38) est donc nécessaire, quand al tend vers zéro. On
calcule les valeurs des développements asymptotiques de m' et n':
1 c(~ _1)2 M' 1 c2sin2B(~ -l)N'
m'" 3 , n", 4
al al
En introduisant les notations suivantes:
M' = 8 cos e sin B(a sin e - bcos B) + 2b sin e
aa +a e aa + a e
2 (1 +2cos2 B) (' ) 2(31 cosB 24csin2 Bcose x
+ 1" (32 sm B- (31 cos B + 1" + H '
.. .. aa + a e
1 2(~2_1) (2 . 2) 2çsin2 B 8(5cos2B-sin2e)(~-1)
N = - 1" cos B - sm e + 1" - ,
.. .. aa + a e
on obtient:
(2,39)
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L'expression (2,39) montre que la branche infinie de la courbe neutre, quand
QI tend vers zéro dépend en premier lieu du coefficient c, lequel caractérise le terme
de second ordre c(x
2;?2) dans le développement de <1> en série entière polynômiale
(2,5). Pour une situation donnée, les effets électro-magnétiques à grande longueur
d'onde peuvent être nettement stabilisant ou destabilisant, selon principalement le
signe de ~ - 1.
b) Le problème de l'homogénéité
Ces résultats ne conservent toute leur validité que dans le cas où la longueur
d'onde d'une perturbation est plus petite que l'échelle Ln des variations horizon-
tales de <P. Cette condition se traduit par QI > 27T"c~. Selon elle, l'expression
mathématique de F 2 quand QI tend vers zéro n'a pas de sens physique. Néanmoins,
la tendance de F 2 à croître· ou à décroître semble garder une signification: dans le
cas où F 2 est décroissant, il serait impossible de garder une grande étendue de liq-
uide lourd au dessus d'un liquide plus léger, car le métal le plus lourd s'accumulerait
vers l'un des côtés de l'installation dès que le courant serait branché. Dans le cas où
F 2 est croissant, les éventuelles perturbations de l'interface prédites par la présente
théorie concerneraient des longueurs d'onde situées en deçà d'une certaine limite.
D'un point de vue mathématique, la non homogénéité ~e l'équation car-
actéristique (2,37) pose problème, dès lors que les paramètres de la perturbation
A, l, m sont supposés indépendant des variables d'espace x et y, alors que les
paramètres principaux du calcul (<p, Ë ...) varient avec x et y. Pour des longueurs
d'onde telles kL n ~ 1, les développements en séries entières sont justifiés, et la
théorie elle même conserve sa validité pour QI > 10~. Les perturbations de
longueur d'onde comprise dans l'intervalle (27T"c~ , 10~ ) peuvent subsister au moins
dans certaines situations particulières. Elles correspondent à la gamme de nombres
d'onde où les effets électro-magnétiques peuvent affecter fortement la forme de la
courbe neutre, et où la position (x, y) sur l'interface est un paramètre a priori im-
portant. Toutefois, ainsi que le montrent les courbes neutres sur les précédentes
figures, la position sur l'interface n'affecte pas l'allure des courbes neutres. Dans le
cas des cuves au moins, l'hypothèse d'homogénéité ne semble pas prise en défaut.
c) L 'influence de Q
L'influence du paramètre Q, rapport des épaisseurs des deux couches liquides,
est également examinée (figures 42 à 45). Puisque l'épaisseur de m·étal est choisie
comme échelle de longueur, Q représente ici l'épaisseur de bain. La dépendance du
rendement des installations vis à vis de la valeur de ce paramètre tient aux propriétés
électriques de la cryolithe: celle-ci est 100 fois moins conductrice que le carbone des
anodes et 10000 fois moins que l'aluminium. Réduire l'épaisseur minimale de bain,
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que les contraintes d'ordre électro-chimiques fixent à 4,5cm, est un objectif, afin de
minimiser la résistance électrique totale des installations, et ainsi les pertes par effet
joule.
La conductivité électrique de la couche de cryolithe, faible devant celles des
milieux qui la baignent, impose à son épaisseur de jouer un rôle de premier plan
dans la stabilité, ainsi que le souligne Sneyd [2]: une perturbation de l'interface
amène une redistribution des lignes de courant électriques dans l'installation. TI
en résulte un bouleversement des grandeurs êlectro-magnétiques, puis des forces
auxquelles chacun des fluides est soumis. Le phénomène est d'autant plus sensible
que la couche de cryolithe est mince. Au demeurant, l'augmentation de l'épaisseur
de bain sous les anodes, appellée distance interpolaire, est le procédé actuellement
en vigueur dans l'industrie pour mininliser les éventuelles instabilités des cuves. On
parle alors de desserrer une cuve.
Dans la présente théorie, l'importance de Q n'a pu être mise en évidence: une
augmentation de la valeur de ce paramètre a un effet légèrement destabilisant dans
le cas où la perturbation se propage dans la direction Ox et légèrement stabilisant
dans le cas où la perturbation se propage dans la direction OYe Cette contradiction
avec les observations sur les sites réels, où le désserrage d'une cuve stabilise celle-ci
fortement, peut s'expliquer par le fait que l'instabilité des cuves est un phénomène
de résonance, dont les effets ne peuvent être compris que par une analyse allant au
delà des conditions critiques.
cl) Conséquences
En conclusion, cette théorie à caractère local ne permet pas de juger de la
stabilité globale des installations. Les critères de stabilité obtenus présentement
sont sans doute trop sévères. Si dans une région de l'interface une situation instable
est prédite, dans un environnement stable, une partie de l'énergie associée à la
perturbation sera drainée vers les régions encore stables, ce qui r~duit d'autant
la possiblité de d.estabilisation. Ces mécanismes, non locaux et non linéaires, ne
peuvent être appréhendés dans la présente analyse.
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8) QUELQUES EFFETS D'ORIGINE ELECTRIQUE
a) Introduction
En régime non perturbé, le courant électrique non uniforme traversant chaque
milieu est représenté par le coefficient c. Dans ce paragraphe ce dernier est nul,
l'interprétation des résultats est plus aisée, car les développements mathématiques
nécessaires à l'obtention de l'équation caractéristique sont moins lourds. Du point de
vue physique, les courants non uniformes sont avant tout responsables de la branche
asymptotique obtenue quand al tend vers zéro. Lorsque c est nul, les effets liés à des
courants uniformes peuvent être prépondérants dans une gamme moyenne de nombre
d'onde (al compris entre 10-2 et 101). Ce domaine est d'ailleurs le plus intéressant
pour d'éventuelles expériences de laboratoire. Dans chaque couche fluide, ainsi que
le montrent les équations (1,29) et (1,73) de l'annexe 1, les coefficients d'amplitude
Al et API sont alors nul; Ao et APo ont pour expressions:
Abain _ (1; - 1) ( . 0)o - Cl - W cos SI ;
SI C2 - 1;S 2 Cl
b . . (1; - 1)
AP. am - -iasinO c .o - ( ) Pl'al SP2 CPI - SPI cP2
(2,40aa)
(2,40ab)
(2,40ba)
(2,40bb)
où les notations S, c, sP' cp sont celles des équations (1,16), (1,21), (1,59) et (1,64)
de l'annexe 1. Les coefficients d'orientation /10 et vo ont pour expressions:
(2,41a)
(2,41b)
où les notations S, c, sP' cp sont celles des équations (1,12), (1,25), (1,55) et (1,69)
de l'annexe 1.
On prendra également b nul: la direction Ox est celle de la composante horizontale
du courant électrique. Pour simplifier encore la présente analyse, nous considérons
le champ lointain nul: BOi = 0 et aij = O.
Le terme électromagnétique dans l'équation caractéristique (2,37) est alors de la
forme:
n' + im' = R + iaRa +a2 Raa + a (~RXa + ~RYa) , (2,42)
où R, Ra, R aa , RXa, RYa sont des nombres réels, adimensionnels, et dépendant
des conductivités électriques et des épaisseurs de chaque milieu. L'équation ca-
ractéristique s'écri t:
(s + if· 01 + K) (s +if· ( 1) Pl + (s +if· O2 + K) (s + if· ( 2) P2
k t1 k t2
Etudions à présent les effets associés à chaque terme de cette équation. On pose:
Sa = sh(kHea); Ca = ch(kHea); S2 = sh(kHa); C2 = ch(kHa);
Sl = sh(kH); Cl = ch(kH); Sc = sh(kHec); Cc = ch(kHec);
(2,44)
b) cas où le courant est purement vertical
Dans le cas où a = 0, le courant vertical uniforme peut être à l'origine d'effets
destabilisants, représentés par le terme R dans l'équation (2,43). L'expression de R
est:
R = (~- 1) (aSa (~cCcS1 +C1Sc)
2D S2
Sc (~aCaS2 +C2Sa»)
Sl . (2,45)
Une perturbation de l'interface amène une perturbation de courant, laquelle donne
lieu à son tour à une perturbation du champ magnétique. La force qui en résulte
J X b + j X B provoque un gradient de pression et une surpression dans chaque fluide,
près des crêtes de l'interface. TI en résulte un effet de pincement différentiel.
D'après l'équation (2,45), la différence de pression OP1 - OP2 peut être destabilisante
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ou stabilisante, selon le signe de (~ - 1). Dans le cas où (~ - 1) > 0, sont illustrés
à la figure 10 a la distribution des courants électriques, des forces et des pressions.
On a alors bPI destabilisant et bP2 stabilisant.
J J
Au contraire, lorsque le fluide le plus léger est le plus conducteur, (~ - 1) < 0,
bPI est stabilisant et bP2 est destabilisant (figure 10 b).
J
Figure 10: effet de pincement différentiel: a) quand (~ - 1) > 0;
b) quand (~- 1) < O.
En outre, l'équation (2,45) montre que, dans le cas où la conductivité électrique
d'une électrode est beaucoup plus petite que celle du fluide qui la baigne, les forces
électromagnétiques tendent vers zéro. Ceci peut s'expliquer de la façon suivante: une
boucle de courant électrique est alors parallèle à l'interface liquide-solide, alors que
dans le cas général cette boucle peut pénétrer dans l'électrode. Le champ bs'annule
alors dans un fluide, et peut être maximum dans l'autre. Ainsi que le montre la
figure 11 a, bPI peut être nul et bP2 non nul.
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Figure lIa: effet de pincement différentiel: op s'annule dans un des deux mi-
lieux.
Cet effet peut 's'étudier par des développements aux petits et aux grands nom-
bres d'onde. Lorsque al tend vers zéro,
R tend vers (~-1) ( ~ + ~) (2,46)
2 ( ~ ~ ~ ~ ~ ( ~» eaLic aecLla •Llcea + LlaLiec + LlcLla a + LI
Quand al devient grand, R s'effondre exponentiellement. L'effet de pincement
différentiel est présent avant tout aux grandes longueurs d'onde. TI s'est avéré que
lorsque la conductivité électrique d'une électrode devient beaucoup plus grande que
celle du fluide le plus proche, les lignes de courant perturbé se développent dans
l'électrode, et les forces électromagnétiques s'accroissent. TI est facile de voir que
cette tendance est plus forte pour les grandes longueurs d'onde.
Figure lIb: effet de pincement différentiel: l'importance des grandes longueurs
d'onde.
Figure 11: amplification de l'effet de pincement différentiel lorsque op s'annule
dans un milieu: a) pour de petites longueurs d'onde b) pour de grandes longueurs
d'onde.
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c) Interaction entre courant vertical et courant horizontal
a) Propagation d'onde marginale
Le courant non perturbé admet ici une composante horizontale. L'interaction
de cette dernière avec le courant vertical est représentée par les termes linéaires en
a dans le membre de droite de l'expression (2,43), que l'on analyse séparément, en
commençant par le terme iaRa , indépendant des variables d'espace.
avec
fia = _(l:eCeCl + ScSI) (S2 (l:a CaS2+C2Sa) + aal Sa)
S2
l: (l:aCaC2+ SaS2) (SI (l:eCeSl +CISe) + aISe)
SI
(2,47)
Puisque Ra représente la partie imaginaire des forces électromagnétiques dans
l'équation caractéristique, les forces électromagnétiques sont rotationnelles. De
même que pour l'effet de pincement différentiel, une perturbation de l'interface
peut amener une perturbation du courant électrique J et du champ magnétique
b. De l'interaction entre bet le courant électrique horizontal uniforme résulte alors
une force verticale (figure 12), maximum aux points d'inflexion de la perturbation,
laquelle amène la propagation d'une onde, dans la direction contraire celle du courant
horizontal, apparemment sans effet sur la stabilité en l'absence de phénomène dissi-
patif.
Jv
Jv
J
Figure 12: interaction entre courant horizontal et courant vertical.
La perturbation du champ magnétique tire ici son origine des mêmes mé-
canismes que dans le cas du pincement différentiel. Si la conductivité électrique
d'une électrode est beaucoup plus faible que celle du fluide le plus proche, ainsi que
le montre l'équation (2,47), les forces électromagnétiques tendent vers zéro.
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Quand al tend vers zéro,
. R .(l:-1)acos8(l:c(l:aa+2ea)+l:l:aCEc+ 2ec))
W a::::: -z 2al l:cea + l:l:aec + Eal: c (2: + a) . (2,48)
Au contraire, lorsque al devient très grand, Ra s'effondre exponentiellement.
Ensuite, il est remarquable que Ra soit proportionnel à cos8. L'équation (2,18)
montre qu'en présence de courants purement uniformes, la perturbation de champ
magnétique est dans le plan Ck, z). D'après l'équation (2,20), best dans la direction
kX z. La force résultante de cette interaction voit son module demeurer indépendant
de l'orientation de bdans le plan (x, y). Au contraire, puisque le courant horizontal
est dans la direction x, l'interaction j X best proportionnelle à cos 8.
{3) Lévitation inhomogène
Le second terme linéaire en a dans le membre de droite de l'équation (2,42)
représente un double mécanisme de lévitation inhomogène. Son expression détaillée
est:
(2,49)
Le courant vertical non perturbé est à l'origine d'un champ magnétique, qui
s'exprime dans chaque milieu:
- J.LJB = 2'" (y, -x, 0) . (2,50)
Ce champ interagit avec le courant horizontal non perturbé, de façon à corriger
le champ de pression non perturbé. Il en résulte un phénomène de lévitation se
traduisant par le terme -a (2: - 1) 'fI dans l'équation caractéristique.
Le champ magnétique non perturbé jj interagit également avec la perturbation
du courant horizontal JH' Ce phénomène correspond au terme suivant:
( X y) a(l:-1)(X y.)a HRX~ + HRY~ = 2 H cos8+ H sm8 cas 8. (2,51)
La composante horizontale du courant perturbé JH est parallèle au vecteur
d'onde k (k cos 8; k sin 8). Le terme x cos 8 + y sin 8 peut être aisément interprété
comme la composante verticale de JX Ë. Cette interaction est proportionnelle à cos 8:
comme nOUS le verrOnS au prochain paragraphe, le module de JH est proportionnel
à cos 8. L'effet qui en résulte a trait également à un phénomène de lévitation.
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d) Interaction entre un courant horizontal et le champ magnétique
associé
Représentée par le terme a2R aa dans l'équation (2,42), son expression est:
(2,52)
Elle est la somme de deux termes qui peuvent être analysés séparément.
a) Interaction entre le champ magnétique non perturbé et la perturbation de
courant
Le potentiel électrique est continu: l'existence d'un courant électrique horizon-
tal et uniforme dans un des milieux entraine celle d'un courant similaire, dans les
électrodes, dans la même direction. Il en résulte l'existence d'un champ magnétique
Boy, dans la direction y, dont l'expression est:
a ( ea ecL;)Boy = - -- - a + ~ + - .
2 ~a ~c (2,53)
Le terme aBoy (~ - 1) cos2 (J représente l'interaction entre Boy et la perturbation
du courant électrique horizontal. Le facteur cos2 (J peut être expliqué comme suit:
Le module du courant perturbé est proportionnel à cos (J, ainsi que le montre les
équations (2,40aa) et (2,40ba). De plus, d'après l'équation (2,18), la composante
horizontale du courant Jest dans la direction (J. Le terme Boy représente un champ
dans la direction Oy. Son interaction avec Jest proportionnelle à cos (J.
TI est notable que si (J = ~, le courant perturbé est nul, selon l'équation (2,18),
car la densité de courant est uniforme dans chaque fluide. Cependant, la distri-
bution de densité de courant est modifiée par la perturbation de l'interface: dans
une crête (dans un creux), d'une perturbation, le liquide lourd remplace le liquide
léger, la densité de courant devient ~Je (Je), alors qu'elle était Je (~Je), dans
l'état non perturbé. La force électromagnétique perturbée résulte de l'interaction
entre la perturbation du champ magnétique, irrotationnelle, et le courant électrique
non perturbé. Puisque le module du courant perturbé est proportionnel à cos (J, la
perturbation de courant est maximum si (J = O.
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{3) Interaction entre le courant non perturbé et la perturbation du champ
magnétique
Le terme suivant:
a2R' =aa
(2,54)
dans l'équation caractéristique représente le "tearing mode", étudié pour la première
fois par Murty [8]. Pour () = T' dans une crête, (dans un creux), la densité de
courant devient J e"E (Je) tandis que dans le cas non perturbé elle était Je (Je"E). Le
courant différentiel Je ("E - 1) dans les crêtes (- Je ("E - 1) dans les creux) provoque
une perturbation du champ magnétique dans chaque fluide, due au changement de
forme de l'interface, laquelle interagit avec le courant horizontal. Ceci est illustré
à la figure 49, où le fluide le plus lourd et supposé le plus conducteur, et ainsi le
courant différentiel ol est représenté positif dans une crête et négatif dans un creux.
- b
o J
b
-b
Figure 13: interaction entre un courant horizontal et le champ magnétique associé.
Les interactions entre ;;1, ;;2 et le courant dans chaque couche fluide entraine
l'apparition de deux forces de volume ft et h. Puisque;;1 et ;;2 sont de mêmes
modules, par raison de symétrie géométrique, le module de f~ est plus grand (plus
petit) que celui de h dans une crête (dans un creux), car la densité de courant est
plus grande dans le fluide le plus lourd. Les forces qui en résultent sont destabil-
isantes.
Une démarche similaire peut être conduite dans la situation où le fluide le plus
léger est le plus conducteur: le courant différentiel est positif dans une crête
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(négatif dans un creux), le module de ft est plus petit (plus grand) que celui de
f~ dans une crête (dans un creux). Ainsi que le montre le facteur (~- 1)2 dans
l'équation caractéristique, ce mécanisme est toujours destabilisant. Le terme a2R~a
est proportionnel à sin2 8. Lorsque 8 = ~,the courant différentiel 81est maximal,
et ainsi bdans chaque milieu. L'interaction bavec le courant horizontal est également
maximum, car best dans la direction z X k.
e) Conséquences
Dans la présente théorie, où des perturbations homogènes peuvent apparaître
sur une interface plane, l'effet d'instabilité locale le plus marquant, destabilisant ou
non, est celui du pincement différentiel, lié au courant vertical qui traverse l'interface.
D'autres mécanismes sont également présents, qui peuvent interagir avec ce premier
effet. La présence d'un courant électrique horizontal peut également provoquer un
mécanisme de propagation d'onde. Ce courant horizontal peut de plus interagir avec
le champ magnétique du courant vertical, ou même avec un champ magnétique hor-
izontal externe, pour destabiliser l'interface, moyennant un phénomène de lévitation
du fluide le plus lourd. Le tearing mode, qui résulte du pincement du fluide le
plus conducteur quand un courant horizontal le traverse est lui aussi susceptible de
destabiliser l'interface.
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9) PROPRIETES DES ONDES D'INTERFACE
a) Introduction
Dans une situation analogue à celle de la partie précédente, nous étudions
quelques propriétés des ondes à l'interface bain-métal. Nous considérons un courant
non perturbé uniforme, un champ magnétique lointain nul. Nous nous intéressons
à l'influence des effets dissipatifs, représentés par le coefficient "', ainsi qu'aux ef-
fets liés à une différence des vitesses Ü1 et Ü2 des couches liquides en régime non
perturbé.
b) cas où Ü1 , Ü2 et '" sont nuls
L'équation caractéristique s'écrit:
2 [. 2 ( X Y)]+pJ H R + zaRa +a R aa +a HRXa + HRYa = o. (2,55)
Le taux d'amplification s est écrit s = v + iw, où v et w sont réels. Nous en
cherchons les valeurs grâce à l'équation (2,55). Dans cette équation, le phénomène
de tension interfaciale n'est pas prépondérant aux grandes et moyennes longueurs
d'onde. Nous négligeons fk2 devant g6p. De plus, le rapport des forces électro-
magnétiques aux forces de gravité est de l'ordre de 10-2 à 10-3 dans le cas des
cuves à aluminium. On pourra négliger J.LJ2 H [R + a2R aa +a (!rRXa+ .y RYa)]
devant g6p. On aura approximativement:
(2,56)
1 (a2R2Q2)1 + a
;1 (~+~) 8' (2,57)
avec €II = ±1 et €w = ±1. On retrouve le terme Ra, à l'origine d'un mécanisme
déjà analysé au paragraphe précédent. La direction de propagation de l'onde est
contraire à celle du courant horizontal, ce qui permet de déterminer le signe de €w.
Si le courant est dans la même direction que le vecteur d'onde, €w = -1. Si ces deux
2R2 Q2directions sont opposées, alors €w = 1. Le terme a 8 est faible devant l'unité.
La pulsation de l'onde est légèrement corrigée par les effets électro-magnétiques.
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Le taux d'amplification v est faible. Il peut être positif ou négatif, ce qui suggère
l'existence de deux ondes, l'une faiblement amplifiée, l'autre faiblement amortie. Une
légère influence sur la stabilité peut ainsi être mise en évidence. Enfin, il est à. noter
que d'après l'équation (2,56), v est non nul dès que aRa est non nul. Il ne peut
exister d'état marginal dans la présente situation.
c) cas où Üt, Ü2 sont nuls, et K non nul
Nous étudions à. présent l'effet d'un frottement, par l'intermédiaire du coefficient K.
L'équation caratéristique s'écrit:
2 [. 2 ( X Y)]+p,J H R + taRa +a R aa +a HRXa + HRYa = O. (2,58)
Un état marginal v = 0, peut exister si la condition suivante sur K est satisfaite:
(2,59)
L'état marginal ne pourra être atteint que si la valeur de K calculée avec l'équation
(2,59) est positive. L'influence du frottement peut alors empêcher l'amplification de
l'onde. Dans ce cas, la pulsation de l'onde marginale est définie par:
(2,60)
D'après l'équation (2,47), le facteur Ra est proportionnel à. cos (J. On écrira:
(2,61)
La pulsation de l'onde marginale est proportionnelle à. cos (J. Son diagramme de
phase présente une analogie avec celui des ondes d'Afven [9], à. ceci près que la
propagation n'est possible que dans une direction.
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Figure 14: diagramme de phase des ondes marginales.
c) cas où Ü1 , Ü2 et K sont non nuls
Nous retrouvons une situation analogue à la précédente. La condition de stabilité
marginale est tirée de l'équation (2,38), dans laquelle on néglige le terme de tension
superficielle ainsi que la partie réelle du terme électromagnétique devant le terme de
gravité:
(2,62)
La pulsation des ondes marginale est donnée par:
(2,63)
L'équation (2,63) montre l'effet d'une différence de vitesses Ü1 Ü2 : la différence
des composantes selon le vecteur d'onde des champ de vitesse non perturbé modifie
la pulsation des ondes d'interface.
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10) CONCLUSION
a) Caractère global de l'instabilité des cuves
Dans le cas des cuves à aluminium, le phénomène d'instabilité d'interface se
manifeste à grande échelle. On parle alors d'instabilité globale, c'est à dire que les
phénomènes existant en un point dépendent de la situation physique régnant non pas
dans un voisinage restreint autour du point considéré, mais dans tout le domaine.
Plusieurs résultats confirment la validité de ce concept. Tout d'abord, la théorie
de la stabilité linéaire met en évidence la sensibilité des grandes longueurs d'onde
des cuves à l'excitation électro-magnétique.
En second lieu, le rapport des forces électromagnétiques, destabilisantes, aux forces
de pesanteur, stabilisantes, caractérisé par le nombre Q, est de l'ordre de 10-2 à
10-3 • La composante verticale des forces électromagnétiques est ainsi incapable de
concurrencer directement la force gravitationnelle, c'est à dire léviter l'aluminium.
Les forces l x Ë provoquent une mise en mouvement des fluides dans les directions
horizontales. Ces mouvements peuvent être convertis suivant la verticale par l'action
distributrice du gradient de pression. La géométrie des installations entre alors en
jeu, car cet effet du gradient de pression se manifeste aux bords des cuves. Ce
point de vue est d'ailleurs confirmé par Descloux et Romerio [6], selon lesquels les
fréquences des ondes d'interface bain-métal dans les cuves à aluminium sont celles
des modes propres des bassins.
Enfin, l'expérience industrielle montre l'importance de la composante verticale du
champ magnétique pour la stabilité. L'interaction de B z avec un courant électrique
donne naissance à des forces horizontales. Ces forces horizontales ne peuvent in-
fluencer la stabilité des installations que moyennant des phénomènes à caractère
global.
b) Choix des outils adaptés pour l'étude
Les résultats précédents amènent une remise en cause des outils prévus pour
étudier la stabilité des interfaces dans le cas des cuves à aluminium. La technique
d'obtention des équations non linéaires est fortement marquée par des hypothèses
de localité portant sur les perturbations observées. La prise en compte, dans ce
contexte, des complexités géométriques des installations paraît malaisée. En parti-
culier dans le cas des cuves à aluminium, l'influence, primordiale, des canaux entre
les anodes peut difficilement être représentée dans la formulation de ces équations.
Néanmoins, au chapitre suivant, nous exposons la méthode utilisée pour ·obtenir une
équation de propagation d'onde à l'interface entre deux fluides soumis à l'action
de forces de Laplace. L'intérêt académique du problème nous amène à reporter la
résolution de cette équation.
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Le mouvement de l'interface bain-métal est etudié en premier lieu au moyen
d'une simulation numérique. La globalité des cuves y est prise en compte, ainsi que
le rôle des canaux, de façon schématique. De plus, une expérience de laboratoire
est réalisée, qui permet entre autres de corroborer les résultats sur l'importance des
canaux, mise en évidence par le modèle numérique.
47
BIBLIOGRAPHIE DU CHAPITRE DEUX
[1] SHERCLIFF J.A., "Anisotropic Surface Waves under a Vertical Magnetic Force",
J. Fluid Mech. (1969), vol. 38, part 2, pp. 353-364.
[2] SNEYD .A.D., "Stability of Fluid Layers carrying a Normal Electric Current" ,
J. Fluid Mech. (1985), vol. 156, pp. 223-236.
[3] MOREAU R. and ZIEGLER D., "Stability of Aluminium CeUs. A new Ap-
proach", Light Metal (1986), pp. 359-364.
[4] ROBINSON I.S., "A Novel Form of the MHD Rayleigh-Taylor Instability" ,
J. Fluid Mech. (1975), vol. 72, pp. 135-143.
[5] MO'REAU R. and EVANS J.W., "An Analysis of the Hydrodynamics of Alu-
minium Reduction Cells ", J. Electrochemical Society: Electrochemical Science
and Technology (1984), vol. 131, N° 10, pp .2251-2259.
[6] DESCLOUX J. and ROMERIO M.V., "On the Analysis by Perturbation Method
of the Anodic Current Fluctuations in an Electrolytic Cell for Aluminium",
Light Metal (1989), pp. 237-243.
[7] CHANDRASEKHAR S., "Hydrodynamic and Hydromagnetic Stability" ,
Oxford University Press, 1961.
[8] MURTY G. S., "Instability of a conducting fluid slab carrying
uniform current in the presence of a homogeneous magnetic field",
Arkiv for Fysik (1961), 19, 499.
[9] ALFVEN H. and FALTHAMMER C.G., 1963, "Cosmical Electrodynamics",
2nd ed. Oxford Univ. Press.

CHAPITRE TROIS:
ETUDE DU MOUVEMENT DE L'INTERFACE
PAR UNE EQUATION DE PROPAGATION D'ONDE
.................
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1) INTRODUCTION
a) Présentation
En vue d'étudier, au delà des conditions critiques, le devenir d'une perturbation,
nous recherchons une équation aux amplitudes, dans un cadre d'hypothèses analogue
à celui de la théorie linéaire de stabilité. Ici, les fluides sont disposés en couches
minces. Le nombre de Reynolds de l'écoulement est de l'ordre de l'unité.
L'établissement de telles équations fait appel à la théorie de la stabilité
non linéaire, développée notamment par Stuart [1]. Fréquemment invoquées
pour l'analyse de phénomènes d'évolution faiblement non linéaires, les équations
d'évolution cubiques sont généralement adaptées. Elles contiennent un terme
d'évolution, dérivée temporelle de l'amplitude et un terme de restructurat~on non
linéaire, algébrique, proportionnel au cube de l'amplitude et en phase avec celle-ci.
Elles font intervenir également un terme de dissipation, dérivée d'ordre supérieur de
l'amplitude suivant la ou les variables d'espace, dont la forme dépend de la situa-
tion physique étudiée. L'intérêt relativement général de la démarche nous pousse à
présenter cette équation, même si la résolution a du en être interrompue.
L'obtention de cette équation fait appel à la méthode des échelles multiples,
laquelle est exposée par Nayfeh et Hassan [2] dans le cas des ondes d'interface entre
deux fluides non miscibles. Cette méthode des échelles multiples utilise des tech-
niques dites de perturbation, lesquelles n'interviennent pas seulement en· mécanique
des fluides, mais dans d'autres domaines de la physique, comme par exemple l'étude
de la croissance cristalline. La mise en oeuvre de ces méthodes dans diverses sit-
uations est développée par Nayfeh [3],[4]. Dans le cas plus précis de l'instabilité
de Kelvin-Helmholtz, Nayfeh et Saric [5] obtiennent une équation de Guinzbourg-
Landau rendant compte de la propagation d'ondes d'interface.
b) Hypothèses fondamentales
Dans cette équation apparaissent des développements suivant les puissances
d'un paramètre E, rapport de la longueur d'onde À d'une perturbation à la longueur
L po d'un paquet d'onde. Dans cette approche, la dynamique des ondes à l'interface
bain-métal est supposée conditionnée par deux échelles de temps et d'espace. A la
grande échelle du phénomène, relative à Lpo , est associée une échelle temporelle,
dite lente. A la petite échelle du phénomène, relative à À, est associée une échelle
temporelle dite rapide. L'hypothèse fondamentale sur laquelle repose cette procédure
est donc la suivante:
À ~ L po ~ L,
où L représente l'échelle des dimensions horizontales de la cuve.
(3,1)
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a) Les échelles du phénomène
2) DEVELOPPEMENTS SUIVANT LES PUISSANCES DE E
La présente démarche repose sur l'existence de deux échelles de temps et
d'espace, liées par le paramètre E: X o, To sont les échelles rapides et Xl, Tl sont les
échelles lentes du phénomène. On a:
(3,2)
(3,3)
Xl = EXO et Tl = ETo·
Nous introduisons une perturbation de l'interface, de la forme:
3
1] = 2: En1]n (Xo, Xl, To, Tl).
n=l
Dans chaque milieu, les équations de la perturbation sont les suivantes:
En second lieu, on considèrera une onde se propageant dans une seule direction
horizontale. Le problème traité est ainsi bidimensionnel en x, z. Enfin, puisque le
rapport des forces électromagnétiques aux forces de gravité est de l'ordre de 10-3 à
10-2 , ces forces ne seront introduites dans les développements suivant les puissances
de E qu'à l'ordre 3.
8u + 8w - O.8x 8z - ,
(3,4)
8w __ 1Ê.E + ,,3f
8t - P 8z " z·
où:
3
u= 2: EnUn (Xo,XI,To,TI ) ,
n=l
3
W = 2: EnWn (Xo, Xl, To,Tl),
n=l
3
p= 2:EnPn(Xo,XI,To,TI).
n=l
(3,5)
Les conditions aux limites sont:
{
w(h) =0;
~ ibl ibl.w( 1]) = :!! = 8t + u 8x '
w(-H) - O.
(3,6)
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La condition de raccordement de la pression à l'interface s'écrit:
( (
Ô )2) -% 82
p(l) _ p(2) = -9"18P +r 1 + -!l --!l.ôx ôx2
Les opérateurs de dérivation suivants sont définis:
(3,7)
Ô Ô â
8x = 8Xo +f.8X1 ;
On en déduit l'expression des dérivées:
â â ô
8t = 8To + f. 8T1 •
(3,8)
âu _ âU1 2 (âU1 âU2) 3 (âU3 âU2) .
8x - f. 8Xo +f. 8X1 + 8Xo +f. 8Xo + 8X1 l
âu _ âU1 2 (âU1 âU2) 3 (ÔU3 âU2) .
8t - f. 8To +f. 8T1 + 8To +f. 81'0 + 8T1 l
ôw âW1 2 ÔW2 3 ÔW3
- = f-- + f -- + f --;âz ôz ôz ôz
âw _ ôW1 2 (ÔW1 .ÔW2) 3 (ÔW3 âW2) .
8t - f. 8To +f. 8T1 + 8To +f. 8To + 8T1 '
(3,9)
(3,10)
(3,11)
(3,12)
(3,14)
(3,13)Ôp _ âP1 2 (âP1 âP2 ) 3 (âP3 âP2 ) .8x - f. 8Xo +f. 8X1 + 8Xo + f. 8Xo + 8X1 l
âp âP1 2 âP2 3 âP3
-=f--+f --+f-;âz âz âz 8z
Pour les puissances successives du paramètre f, nous remplaçons dans les équations
du mouvement chaque terme par son coefficient correspondant dans le développement
ci-dessus.
b) Développements à l'ordre f1
Les équations du mouvement sont:
ôU, + ôw, - o.
ôXo ôz - ,
(3,15)
ôW, _ _ lôP,
ôTo - p ôz ·
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Elles admettent pour conditions aux limites:
1
WI(h) = 0;
W,(O) = ~:;
WI ( -H) - o.
L'expression de Th est la suivante:
(3,16)
(3,17)
où () = kXo - wTo. il est remarquable que l'amplitude A de la perturbation ne
dépende que des échelles lentes du phénomène. Ceci exprime directement l'hypothèse
sur laquelle repose la méthode: la taille du paquet d'onde est supérieure à la longueur
d'onde de la perturbation. En écrivant la condition de raccordement de la pression à
l'interface à l'ordre E, on obtient naturellement la relation de dispersion de Rayleigh-
Taylor:
w2 (Pl P2) 2
- -+- =g8p+fk.
k tl t2
c) Développements à l'ordre E2
Les équations du mouvement sont:
au] + aU2 + aW2 - o.
aX1 axo az - ,
Elles admettent pour conditions aux limites:
1
W2(h) = 0;
W,(O) = ~ +~ +U,(O)tt;
W2(-H) - o.
L'expression de T/2 est la suivante:
(3,18)
(3,19)
(3,20)
(3,21)
où A est déterminé par l'écriture du raccordement de la pression à l'interface, à
l'ordre 2 en E, en séparant les parties réelles et imaginaires des expressions obtenues.
(3,25)
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La partie réelle de cette équation fournit la valeur de A:
~2 [ tl1 (t~ + tl ) Pl - t~ (t~ + t 2) P2 ]A- (3,22)
- - ~2 [C~ + tl ) Pl + C~ + t2) P2] +g8p +4fk2 •
La partie imaginaire, quant à elle, permet l'écriture de l'équation à l'ordre (2:
( w
2 [(.!. + al) Pl + (.!. + a 2 ) P2] +2kr)~k2 tl si t2 s~ B4'Yl
+2W (Pl + P2) 8A = O. (3,23)
k tl t2 BTl
L'équation (3,23) se transforme grâce à l'équation de Rayleigh-Taylor (3,18):
BA ,BA
8T
l
+W 8X
l
= O. (3,24)
Cette équation montre que le paquet d'onde se déplace avec la vitesse de groupe w l •
d) Développements à l'ordre E3
Les forces électromagnétiques sont introduites. Elles sont calculées pour une
situation simple, où sont pris nuls les coefficients a, b, c dans le développement en
séries du potentiel électrique en régime non perturbé. Le courant non perturbé est
ainsi purement vertical. Dans l'expression du champ magnétique lointain, le champ
constant Bo est pris nul, le tenseur aij est réduit à son coefficient {33, ce qui permet
à la force électro-magnétique ainsi calculée d'être rotationnelle. Dans chaque fluide,
elle s'écrira en fonction du potentiel perturbé 4>:
_ { 0"{33 X oM;
f=
-0"{33XO~;
On retrouve un formalisme analogue à celui du langage de la stabilité linéaire.
La force admet une expression du type:
_ { (3 Fx(Xo, z) (Ae i8 - Ae-i8 ) ;
F=
i3 Fz(Xo, z) (Ae i8 - Ae-i8 ) •
Les équations du mouvement sont:
aU2 + aU3 + aW3 - O.
ax! axo az - ,
aU2 + aU3 = _1 (ap2 + ap3 ) +F (Aei8 _ Ae-i8 ) •
aT! aTo pax! axo x ,
aW2 + aW3 = _1 aP3 +F (Ae i8 _ Ae- i8 ) •
aT! aTo p 8z z
(3,26)
(3,27)
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Les composantes de la force électromagnétique sont proportionnelles à x. Cette
force est rotationnelle et ne contribue pas seulement à corriger le champ de pression,
mais conditionne également celui des vitesses. Les composantes u et v du champ
de vitesse, ainsi que la pression p doivent donc être polynomiales, du premier degré,
en x. Leur monômes constants en x doivent leur existence aux dérirations suivant
cette variable dans les équations du mouvement. On aura:
(3,28)
Les fonctions U3i, W3i, P3i ne dépendent que de z. Leur expression, pour i égal à 1,
est tirée de l'étude de stabilité linéaire, en remplaçant Zo par ih. Pour i égal à zéro,
le système suivant est résolu:
8U30 + U + 8U2 + 8W30 - O.8Xo 31 8X1 8z - ,
8U39 + 8U2 _ l (p + 8P39 + 8P2) •
8To 8T1 - - p 31 8Xo 8X1 ' (3,29)
La résolution de ces équations dans chaque milieu, puis le regroupement des termes
proportionnels à eili après écriture du raccordement de la pression à l'interface à
l'ordre trois, permet d'aboutir à l'équation de Guinzbourg-Landau. La technique
d'obtention de cette équation, pour les termes d'origine mécanique, est développée
par Nayfeh [6]. Nous rajoutons un terme d'origine électromagnétique. Après avoir
introduit le changement de variables:
{
Ç=X -w'T;
r=f.T.
nous mettons cette équation sous forme sans dimension, en prenant:
(3,30)
{
H'
T=~,
{33 J~
comme échelle de longueur;
comme échelle de temps.
(3,31)
Ainsi que dans la théorie linéaire, l'échelle de temps est bâtie à partir des grandeurs
électromagnétiques. Finallement:
2 · fi (Tl T2) [BA .n" B2 A] AS J:A2A- - 0z- -+- --z--- - +u -.
0!2 tl t2 Br 2 Bç2 (3,32)
S est une fonction adimensionnelle des épaisseurs et conductivités électriques des
quatre milieux.
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De plus:
[ 3o~T 02 (( 1 1 ) ( 1 1)) * (Tl T2 )]â = -Q --- +- - + - Tl - - +- T2 - A - +-2!l2 P 2 tl t3 t2 t3 82 8 2 'l 2 1 2
et:
0
2 [1... (1... + t l ) Tl + 1... (1... + t2) T2]A* = 2 tl tl t2 t2 (3,33)
0;; [( li + tt) Tl - (t~ + t2) T2] + 1 +4a~T'
Dans l'équation (3,32), apparaît le terme non linéaire A2 A, en phase avec A, par
l'écriture de la condition de continuité du champ de vitesse à l'interface (3,6).
3) CONCLUSION
Cependant, l'étude de stabilité linéaire a montré que la longueur d'onde la plus
instable dans le cas des cuves réelles est le double de L. L'hypothèse de base de la
méthode des échelles multiples est donc prise en défaut, mais la forme de l'équation
de Guinzbourg-Landau est fréquemment invoquée pour rendre compte d'un grand
nombre de situations physiques instables gouvernées par le jeu d'interactions non
linéaires. Dans notre cadre d'hypothèses, les coefficients obtenus semblent donc
inadaptés à l'analyse du phénomène d'instabilité dans les cuves à aluminium. La
résolution de notre équation cubique de propagation d'onde est donc reportée.
56
BIBLIOGRAPHIE DU CHAPITRE TROIS
[1] STUART J.T., "Non Linear Stability Theory", Annual Review of Fluid
Mechanics (1971), pp. 347-370.
[2] NAYFEH A.H. et HASSAN S.D., "The Method of Multiple Scales and non-linear
Dispersive Waves", J. Fluid Mech. (1971), vol. 48, part 3, pp. 463- 475.
[3] NAYFEH A.H., "Perturbation Methods", 1973, Wiley-Interscience.
[4] NAYFEH A.H., "Introduction to Perturbation Techniques", 1981, Wiley
-Interscience.
[5] NAYFEH A.H. et SARIC W.S., "Nonlinear Waves in a I(elvin-Helmholtz Flow",
J. Fluid Mech. (1972), vol. 55, part 2, pp. 311-327.
[6] NAYFEH A.H., "Nonlinear Propagation of Wave-Packets on Fluid Interfaces",
Journal of Applied Mechanics, vol. 98, No 4, Dcembre 1976.
CHAPITRE QUATRE:
SIMULATION NUMERIQUE DU MOUVEMENT DE L'INTERFACE
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1) INTRODUCTION
Dans ce chapitre, est développé un code de calcul du mouvement instationnaire
de l'interface bain-métal.
Ce code comprend les modules suivants:
a) En premier lieu, un algorithme reposant sur la méthode des singularités per-
met le calcul d'abord du potentiel électrique dans chaque milieu, puis (par différences
finies) des courants électriques dans l'installation. Le champ magnétique est ex-
trapolé à partir des données de la figure 4.
(3) De l'expression du courant et du champ magnétique on déduit celle de la
force électromagnétique dans chaque fluide.
,) L'expression de la force électromagnétique est reportée dans les équations du
mouvement. Leur résolution, par la méthode des différences finies, conduit à la con-
naissance du champ de pression dans les deux fluides. De l'écriture du raccordement
de la pression à l'interface est déduite la position de cette dernière.
6) Le mouvement de l'interface provoque une redistribution des grandeurs
électromagnétiques dans les deux fluides. Potentiel et courants sont donc réévalués
au pas de temps suivant.
Sa justification tient aux contraintes suivantes:
- La théorie de la stabilité suppose les paramètres essentiels uniformes. Elle
peut être étendue aux situations où ces paramètres varient sur des échelles beau-
coup plus grandes que la longueur caractéristique des perturbations. Mais les
résultats de cette théorie montrent au contraire que dans les cuves la longueur d'onde
prépondérante est du même ordre de grandeur que l'échelle des variations de B, j,
etc... (largeur d'une file d'anode).
- Les canaux, notamment les plus larges (canal central et canal périphérique),
doivent jouer un rôle prépondérant de court- circuit hydraulique pour le bain. La
théorie de la stabilité, excluant toute condition sur le contour, ne peut représenter
cet effet essentiel.
- Les fréquences propres des oscillations des deux masses fluides,. qui doivent
également jouer un rôle dominant dans les oscillations de l'interface, ne peuvent être
modélisées dans l'étude de stabilité de deux domaines fluides illimités.
En résumé, la théorie de la stabilité, qui permet d'analyser les mécanismes de
déclenchement d'instabilité locales, garde son intérêt pour analyser et comparer des
critères d'instabilité, et déterminer les longueur d'ondes caractéristiques..Mais les
propriétés très spécifiques de la configuration des cuves (masses fluides d'étendue
finies, canaux, contour du domaine occupé par le métal...) imposent un comporte-
ment global. Le modèle proposé, bien justifié dans sa version stationnaire [1], rendu
non stationnaire et non-linéaire (faiblement), devrait rendre compte de l'ensemble
des effets cités. TI devrait restituer l'évolution du mouvement de l'interface.
On remarquera enfin que ce modèle centré sur la physique dominante possède
a priori assez de souplesse pour simuler les conséquences de perturbations comme:
- un changement d'anode,
- un échappement de bulles.
En premier lieu, les hypothèses préludant à la formulation mathématique du
problème dans la présente situation sont précisées. Les équations du mouvement
sont ensuite présentées, puis les moyens de leur résolution et le détail des divers
modules du code.
2) HYPOTHESES
Les hypothèses fondamentales du modèle stationnaire de Moreau et Evans [1]
sont reprises, sauf celle concernant la stationnarité de l'écoulement.
Le nombre de Reynolds magnétique est considéré comme petit: les grandeurs
électro-magnétiques dépendent toujours de la forme de l'interface, mais .pas du
champ de vitesse.
Les équations locales du mouvement sont remplacées par des équations
moyennées sur l'épaisseur de chaque couche liquide.
La composante verticale w de la vitesse est petite devant les composantes hor-
izontales.
Les canaux entre les anodes se comportent comme des réservoirs dans lesquels
l'écoulement est gouverné par une relation du type hydrostatique (p + pgz = ete),
où la surface libre est supposée horizontale, d'équation z = b.
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Ces complexités géométriques sont représentées sur la figure suivante:
3,2 m20 cm
"'---r->">7?"""""
15 cm :c~~:::-==:-===--===---==-x---------------..,......--•••_•••••
•••a.a••
15 cm 5 cm
13,5 m
Figure 15: la cuve et ses canaux.
3) EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LES FLUIDES
a) Présentation
Dans chacun des deux fluides, nous ne résolvons pas les équations de NAVIER-
STOKES complètes, mais les équations du mouvement moyennées sur l'épaisseur
de chaque couche. La détermination des champs de vitesse et de pression donne
lieu à. la résolution d'un problème bidimensionnel: en écrivant le raccordement de
la pression à. l'interface, on obtient précisément la position de cette dernière. On
notera que l'indice H se rapporte au plan horizontal xOy.
b) Equation de continuité
D'une manière générale, elle s'écrit dans chaque fluide:
d· aw 0IVUH+ - =az
où UH représente la composante horizontale du vecteur vitesse.
(4,1)
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Nous introduisons les pseudo-vitesses, où densités de débit:
{
- J'7 ;:o(l)dql = _HUH Zj
ih = f'7h~) dZj
L'équation de continuité dans chaque milieu se transforme en:
c) Equations de quantité de mouvement dans le bain
(4,2)
(4,3)
Pour le bain, on définit un domaine C2 , constitué de deux sous-domaines rect-
angulaires de dimensions identiques ayant un coté commun. C2 représente la trace
du plan anodique dans le liquide. Les deux sous domaines de C2 représentent chacun
une file d'anode. Sur le contour de C2 ainsi que sur la ligne séparatrice centrale,
nous écrivons que la pression est égale à une constante qui peut être choisie nulle.
Ceci symbolise l'existence des canaux. On remplace les équations complètes:
par:
où:
{
(ît + ~) ÜH = - -; (VHP +FH) j
(ît +~) w = --; (~+ Fz ) - g.
(a) rh - -P2 at + ~2 ih =- J'7 V'HPidz +F2;
api = f(2)
az z'
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4,7)
(4,8)
- rh t{2)
F2 = J'7 f H dz.
L'équation suivant la verticale est réduite à l'expression de l'hydrostatique par
l'hypothèse faite sur la petitesse de w. Elle conduit à :
pi = P(x,y,t) +l z f~2)dz.
L'équation du mouvement projetée sur le plan horizontal devient alors, après
intégration entre les bornes Tf et h:
(4,9)
(4,10)
62
L'on posera:
G2 = l h [l Z VHf~2)dZ] dz.
L'équation de continuité (4,3) permet enfin d'éliminer Ch et ramène le problème
à la résolution d'une équation de Poisson:
- [ -] - ( - - ) ( B ) Bry\lH (h - ry) \lH.P = \lH. F2 - G2 - P2 Bt + "'2 Bt . (4,11)
(4,13)
TI suffit de connaître à un instant donné les forces F2 et G2, les dérivées Wf
et~ et les conditions sur le contour du domaine (2). Celles-ci s'écrivent, compte
tenu de la présence des canaux:
P=P29b- ihf~2)dZ, surC2 • (4,12)
Lorsque P(x, y, t) est connu, l'équation (4,8) permet le calcul de Pz et l'on en
déduit notamment la pression réelle à l'interface du côté du fluide (2):
. h
P2(x,y,z = ry,t) = P(x,y,t) +1f~2)dz - P29ry·
On notera que la connaissance de P(x,y,t) permet aussi de calculer le champ
de vitesse Ch par l'équation (4,9), et que l'élément essentiel de ces calculs dans la
cryolithe est la présence des canaux.
d) Equations de quantité de mouvement dans le métal
On définit un domaine Cl, rectangulaire, de dimensions identiques à celles de
C2 • Sur le contour de Cl, nous écrivons que la vitesse normale est nulle. Ceci exprime
l'absence de débit d'aluminium à travers les parois latérales de l'installation.Nous
avons tranformé l'expression de cette condition aux limites pour qu'elle porte sur la
pression. On remplace les équations complètes, analogues à (4,4), par:
où:
- 1"1 Ml)FI = f H dz.
-H
(4,14)
(4,15)
(4,16)
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L'expression de l'hydrostatique sur la verticale (4,15) conduit) à:
pi = P(x, y, t) +171 f~l)dz.
-H
et permet de substituer pi dans (4,14):
(â) - --. Pl ât +/'\:1 ift = - (TJ + H) VH P +FI - Gl,
avec:
(4,17)
(4,18)
(4,19)C, ~L [{H VH!jl)dZ] dz.
L'équation de continuité (4,3) permet enfin d'éliminer ift et ramène le problème
à la résolution d'une équation de Poisson:
(4,20)
Les conditions aux limites s'écrivent:
(4,21)
où Ti représente la normale au contour Cl. Lorsque P(x, y, t) est connu,
l'équation (4,17) permet le calcul de pi et l'on en déduit notamment la pression
réelle à l'interface du côté du métal:
pi(x,y,z = TJ,t) = P(x,y,t) +171 f~l)dz - PlgTJ.
-H
e) Calcul de la forme de l'interface
(4,22)
Partant d'une forme initiale de l'interface on peut donc calculer Pl(X,y,TJ,t) et
P2(X,y,TJ,t). TI rest à écrire que ces deux quantités sont égales pour obtenir une
nouvelle position de TJ:
TJ(X,y,t)g(Pl-P2)=C(t)+p(2)_p(1)- rh f~2)dz-171 f~l)dz,J71 -H (4,23)
où C(t) est une fonction du temps, qui tire son origine de la résolution des équations
(4,11) et (4,20). Les p(2) et p(l) y interviennent dans des opérateurs de dérivation
elliptique. Leur détermination, et conséquemment celle de leur différence, est réalisée
à une constante additive près, indépendendante des variables d'espace horizontales.
L'équation (4,23) est écrite à la cote z = Tl, et donc C ne dépent que du temps.
L'élimination de cette constante est effectuée en écrivant la conservation du volume
d'aluminium.
JJTldxdy = o.
.f) Mise des équations sous forme adimensionnelle
(4,24)
Les échelles de longueur sont h, Lx, L y, respectivement dans les directions z,
x, y. l'échelle de temps choisie est ~-l. L'échelle de masse considérée est construite
à partir de op = Pl - P2. Le potentiel électrique est rendu sans dimension grâce à
l'emploi de grandeurs associées au milieu 2: la chute de potentiel est en effet plus
importante dans le bain. L'échelle de potentiel est donc ~~. il s'en suit que le champ
magnétique admet pour échelle J.LJh. Les grandeurs adimensionelles en résultent:
* Tl t* tTl = h' =~,
* z * x * yz =-,x =-,y =-,h Lx L y
On en déduit également les opérateurs adimensionnels suivant:
ih (_) â (.:. ) (Lx) â
v H· = el âx* • + e2 L
y
ây*· .
Puis, on introduit les nombres adimensionnels:
Lx LxLx = -,Lxy =-,h Ly
gb J.LJ2
F = h2 2' R =72'~ up~
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P2 Pl H
r2 - - rI - - a - -
- 8p' - 8p' - h·
a) équations adimensionnelles du mouvement dans le bain
On retire les *. Dans le bain, nous aboutissons à:
avec, pour condition aux limites:
j3) équations adimensionnelles du mouvement dans le métal
On obtient dans le métal
avec, pour condition aux limites:
(4,25)
(4,26)
(4,27)
(4,28)
Ces équations sont discrétisées avec les maillages indiqués sur les figu~es de la
page suivante.
xy
1
Figure 16:a: discrétisation des équations du mouvement; maillage du bain.
~~ x
~
y~
Figure 16b: discrétisation des équations du mouvement; maillage du métal.
Figure 16: les maillages dans les deux milieux.
66
67
Nous avons choisi un maillage irrégulier, où les coordonnées des noeuds suivent
une loi du type:
x(i) = sin (1r~), (4,29)
n étant le nombre total de noeuds.
Un tel maillage est resserré dans les coins du domaines, où l'exigence de précision
est la plus grande, car les opérateurs, influencés par l'écriture des conditions aux
limites, sont discrétisés à des ordres inférieurs.
La discrétisation de l'opérateur VH• (kVH')' qui porte sur la pression fait
intervenir, pour un noeud donné, la valeur de la pression aux noeuds situés au Nord,
au Sud, à l'Est et à l'Ouest. L'algorithme aboutit donc à l'inversion d'une matrice
que nous résolvons par la méthode de Gauss.
Une fois déterminé le champ des pressions dans chaque milieu, la nouvelle po-
sition de l'interface est connue en écrivant la continuité du champ de pression à
l'interface. On procédera de façon adimensionnelle, en introduisant tout d'abord le
nombre:
il vient naturellement:
~ (p(2) _ p(1») _ Q [~1 f~2)dz +1: f~l)dZ] .
4) LE PROBLEME ELECTROMAGNETIQUE
a) Présentation
(4,30)
TI faut tout d'abord déterminer les forces électromagnétiques qui agissent sur
les deux fluides dans la cuve. Pour cela nous résolvons l'équation de Laplace pour
le potentiel:
b..4> = o. (4,31)
Pour ce faire la méthode des singularités a été retenue. Ainsi que le souligne
Brebbia [2], elle présente l'avantage de n'exiger la discrétisation que de la frontière
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du domaine considéré. Un tel choix est possible dans la mesure où l'équation de
Laplace ne présente pas de terme source. L'usage des différences finies se serait
heurté à la complexité géométrique induite par la déformation de l'interface. Cet
.aspect géométrique aurait également posé problème dans la mise en oeuvre d'un
code aux éléments finis, pour lequel le maillage tridimensionnel des deux domaines
aurait dû être reconsidéré à chaque pas de temps.
b) Choix du domaine de calcul-conditi~nsaux limites
Le potentiel électrique est déterminé par la résolution de l'équation de Laplace
dans chacun des deux fluides. Le système de conditions aux limites du problème est
représenté sur la figure suivante:
---
..-...
--,..---~-,
- - - - - - - - --r - - - - - - - - -
,
,
f
t
t
1
t
.. __ ..l.. __ ..
---
- --
--- -- - -- --
A la cathode: <p = 0
Sur les paro.is verticales: ~~ = 0
A l'interface: <p et ~~ sont continus
A l'anode: <p = 1
Figure 17: la cuve et ses conditions aux limites
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Sur les facettes verticales des deux domaines, la condition * °exprime le
comportement isolant des matériaux qui baignent latéralement les deux fluides, en
particulier le talus de cryolite figée.
Les deux électrodes sont considérées comme deux blocs équipotentiels. Rendu adi-
mensionnel, le potentiel est pris égal à 1 sur tout le plan anodique et °sur la
cathode. On pourrait chercher à prendre en compte les variations du potentiel dans
ces électrodes et résoudre ainsi l'équation du potentiel dans quatre milieux, ceci
pouvant d'ailleurs faire l'objet de développements futurs de notre code.
A l'interface, ni le potentiel, ni sa dérivée normale ne sont connus. Le problème est
donc mal posé au sens de Hadamard. En revanche, d'un milieu à l'autre le potentiel
et la composante normale du courant se conservent. Le problème est en conséquence
mathématiquement fermé.
Il a donc été défini deux sous-domaines liés par des conditions de raccordement de
deux grandeurs à leur interface, dans chacun desquels une solution au problème sera
déterminée. La méthode des singularités est d'un usage fréquent dans des situations
où deux milieux sont en présence, le plus souvent pour le calcul du potentiel hy-
drodynamique autour d'un objet se déplaçant dans un fluide. Dans ce cas, étudié
notamment par Maître [3], l'un des deux milieux englobe complètement l'autre.
c) La méthode des singularités
Ecrivons l'idendité de Green pour un domaine T limité par une surface L; de
normale extérieure n. La deuxième formule de Green s'écrit pour ce domaine T:
(4,32)
où 1> et 'ljJ désignent deux fonctions scalaires définies et de classe C2 dans le domaine
T. En définissant la fonction 'ljJ en tout point P de T par:
1
'ljJ(P) = -,
r
(4,33)
(4,35)
avec r = IIMPli et M est un point courant dans le domaine. On notera ç(P) la
fonction - JJJ1>tl'ljJdT. On obtient l'identité de Green relative au champ 1>:
où:
{
47r1>(P), si P est intérieur à L;;
ç(P) = ft.1>(P) , si P appartient à L;;
0, si P est extérieur à L;,
et où ft. représente l'angle solide défini par les tangentes à la surface L; au point P.
Le calcul de ç(P) est détaillé en annexe 3 .
anode
cathode
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d) Application de l'identité de Green au présent problème
On appelle ~1 la surface qui délimite le métal, à l'exception de l'interface. On
appelle ~2 la surface qui délimite le bain, à l'exception de l'interface. L'interface est
appellée ~i.
On fait bien entendu usage de l'identité de Green sous forme discrète. Pour cela,
on subdivise selon le schéma de la figure 54 chacune des trois surfaces mentionnée
à la figure 53 en facettes. L'identité de Green est écrite en tout point P, situé au
centre de gravité géométrique d'une facette.
Figure 18 : génération des facettes
e) Obtention et résolution du système
a) Détermination des sources et des doublets
Pour un point P appartenant à ~I, l'identité de Green est écrite en considérant
la surface fermée constituée de ~l U ~i. Les facettes de cette surface voient leurs
indices varier dans un ensemble IIi. La forme discrète de cette formulation conduit,
pour tout point P centre de gravité d'une facette appartenant à ~l U ~i à:
(4,36)
Nous faisons apparaître deux inconnues, V</>I • Ti et </>1 pour chaque facette, alors
que nous n'avons qu'une équation. L'une de ces deux inconnues est déterminée par
l'écriture d'une condition aux limites sur la facette considérée. Par exemple, sur les
parois verticales des domaines, on écrira V</>I • Ti = o.
Pour un point P appartenant à ~i, on écrit deux fois l'identité de Green, une pour
chaque milieu. On a quatre inconnues, mais par l'écriture du raccordement du
potentiel et de sa dérivée normale à l'interface, on se ramène à deux inconnues
seulement, ce qui ferme le problème.
Pour un point P appartenant à ~2, on procède de la même manière que pour un
point appartenant à ~l.
La mise sous forme discrète du problème met en jeu les intégrales JJ'El ~ et
JJ'El V (~) •Tid~ l, où r = MP, M étant un point courant sur la facette d'intégration
~I et P le point influencé, lui-même centre de gravité d'une facette. Le détail du
calcul de ces intégrales géométriques, en général appellés 'coefficients d'influence' ,est
détaillé en annexe 4. On trouve dans la littérature, en particulier chez Guevel [4],
les expressions de ces coefficients d'influence. Toutefois, n'y étant pas exprimés dans
le système de variables le plus adéquat pour le présent problème, nous refaisons les
calculs.
Pour chaque facette de ~l ou de ~2, nous avons une inconnue et nous écrivons
une équation faisant intervenir les inconnues équivalentes des autres facettes de la
surface considérée. Pour chaque facette de ~i, nous avons deux inconnues et nous
écrivons deux équations, une pour chaque milieu, chacune d'elle faisant intervenir
toutes les facettes de la surface bordant le milieu considéré. Ces équations, appellée
'équations de Fredholm de deuxième espèce', donnent lieu sous forme discrétisée à un
système linéaire dont la résolution fournit les valeurs des doublets et des sources en
tout point PI, centre de gravité d'une facette. Ces valeurs ne sont pas représentatives
des valeurs physiques existantes en ces points.
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j3) Calcul du potentiel
Pour obtenir la valeur du potentiel en un point intérieur à l'un des domaines, il
faut écrire l'identité de Green en ce point. Cette fois les valeurs des quantités <PI et
'fl<Pl • fi sur les frontières ne sont plus, pour certaines d'entres elles, des inconnues.
Le réseau des points intérieurs aux domaines où est calculé la valeur physique du
potentiel est représenté sur la figure suivante:
• • • • • •
• • • , •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •x
• • ~y' • •
• • • • ••
• • • • • •
• • • • • •
• ••
• • • • • • • • •
• • •
• • • • • • • • • • • •
Figure 19: le maillage du potentiel s'adapte à la déformée de l'interface dans la direction Oz.
5) MISE EN OEUVRE DE L'ALGORITHME
a) Obtention du courant et du champ magnétique propre de la cuve
Le courant s'obtient en calculant, de façon numérique, le gradient du potentiel.
Obtenu par extrapolation à partir des données de la figure 4, le champ magnétique
n'est pas recalculé à chaque pas de temps. De plus, ses composantes sont supposées
constantes suivant la verticale.
b) Calcul des forces électromagnétiques
Les trois composantes de la force électromagnétique dans chaque milieu sont
déterminées par :
(4,37)
Les valeurs obtenues sont alors utilisées pour la résolution des équations du mouve-
ment.
c) Le problème de l'interpolation
Nous avons vu tout d'abord que les équations de la mécanique sont résolues
dans des maillages irréguliers, pour lesquels de surcroît certains noeuds sont placés
aux frontières des domaines. Quant au calcul du potentiel électrique, il est effectué,
après détermination des sources et des doublets aux frontières, en écrivant l'identité
de Green en des points intérieurs aux domaines, et ce dans un maillage régulier.
Les deux maillages ne peuvent pas coïncider. Au demeurant, le problème se pose
également en ce qui concerne le champ magnétique. Il est connu d'après des relevés
effectués en site industriel (figure 4). Les points de relevé sont placés sur les bords
du plan anodique (rectangle délimité par la trace du réseau d'anodes dans le plan
xOy).
Pour connaître une grandeur g(x,y), qu'il s'agisse d'un scalaire ou d'une com-
posante d'un vecteur, dans un autre maillage que celui dans lequel elle est donnée,
nous utilisons une fonction d'interpolation de la forme:
(4,38)
Les valeurs des dix coefficients de ce polynôme sont calculées par la mise en
oeuvre d'un algorithme mettant en jeu la méthode de Newton-Raphson. Ils min-
imisent la somme des carrés des écart entre les valeurs de 9 connus sur une série de
points et celles calculées au moyen de l'équation (4,38).
En pratique, les trois composantes du courant électrique sont déterminées
dans le même maillage que celui du potentiel. On cherche à calculer la force
électromagnétique, moyennée dans l'épaisseur de chaque couche fluide. Du fait que
les composantes du champ ne dépendent pas de z, les courants seuls subissent cette
opération de moyennage, laquelle s'effectue toujours dans le maillage du potentiel.
Cette opération est rendue aisée par le fait que les abcisses et ordonnées des points
de ce maillage sont invariantes avec le mouvement de l'interface. Leur réseau reste
régulier. Les forces sont ensuites calculées dans la projection de ce maillage sur le
plan xOy. Les trois composantes de la force électromagnétique sont enfin approchées
par la méthode des moindres carrés mentionnée plus haut. Les dix coefficients cal-
culés sont alors utilisés pour le calcul des termes moteurs dans les équations du
mouvement. La nouvelle position de l'interface subit à son tour la même opération
de lissage, pour le calcul du potentiel.
Cette opération de lissage est donc utilisée pour le calcul du champ magnétique
à partir des données de la figure 4, pour obtenir la valeur des termes électro-
magnétiques dans les équations du mouvement, et aussi les valeurs donnant la posi-
tion de l'interface dans le maillage du potentiel.
cl) Les résolutions utilisées
Pour le découpage des frontières en facettes, prennons n x points dans la di-
rection Ox (respectivement n y dans la direction Gy et n z suivant la verticale, ces
derniers répartis de façon égale dans les deux milieux). Le nombre total de facettes
est alors, en comptant deux fois celles de l'interface:
(4,39)
Ce nombre est égal à la taille de la matrice à inverser pour déterminer les
sources et les doublets. Dans le cas où les résolutions sont dans les trois directions
de l'espace égales à n, Nf vaut 8n2 • L'avantage de la méthode des singularités
apparaît alors, par rapport à une méthode de volume, comme celle des éléments
finis, où Nf vaudrait n3 •
Nous choisissons la résolution suivante: 10 points dans chaque direction horizon-
tale et 16 suivant la verticale, ~ dans chaque fluide. La taille de la matrice à inverser
est alors 320, le calcul peut encore avoir lieu en interactif sur Alliant Fx4. Une trop
faible résolution conduit à un calcul imprécis. Au contraire, si la résolution est trop
forte, les équations relatives à deux facettes voisines sont peu différentes. La ma.-
trice tend à être singulière. Le calcul s'effectue avec des nombres très grands ou très
petits devant l'unité, ce qui est également un facteur d'imprécision numérique. Pour
le maillage du potentiel, ainsi que le maillage relatif aux équations de la mécanique,
des résolutions de l'ordre de 20 points dans chaque direction de l'espace seront con-
sidérées. Une telle résolution suffit pour le calcul du mouvement, puisque dans les
équations mécaniques le terme d'inertie est négligé, et les transferts à petite échelle
représentés par une loi linéaire selon la vitesse.
Quant au pas de temps utilisé, il est calculé à partir du pas d'espace selon la
grande direction horizontale de la cuve pour que la vitesse numérique soit supérieure,
d'un facteur 5 à 10 dans la pratique, à la vitesse physique maximum présente dans
le bain, et calculée par le modèle stationnaire [1]. Pour une cuve de 3,2m de largeur
et 13,5m de longueur, le pas de temps sera d'environ lOs. On pourra comparer cette
valeur à celle du premier mode propre du bassin dans la direction Gy, qui est de 50
secondes environ.
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6) RESULTATS
a) Déformation de l'interface
Une déformation de l'interface existe, même en régime stationnaire: les couches
liquides parcourues par un courant vertical sont soumises, comme des conducteurs
ordinaires, à l'effet de pincement. Un dôme d'aluminium se forme dans les in-
stallations. En site industriel, on constate que les anodes s'usent davantage dans
leurs régions les plus proches du centre de la cuve. Une telle déformation doit rester
limitée. Le dôme d'aluminium peut se former en quelques secondes, alors que l'usure
des anodes s'effectue en plusieurs heures. Si la couche d'aluminium vient à toucher
les anodes, le court-circuit qui en résulte interdit un fonctionnement normal des in-
stallations. Sur le schéma suivant, est représentée l'évolution de la cote de l'interface
en un point de coordonnées physiques x = -1,2m; y = -0,75m, dans une cuve
de 3,2m de largeur et de 13,5m de longueur, dépourvue de canal central. Les coor-
données du point choisi ne sont pas situées au centre de la cuve, car si une sèche
se déclenche dans le bassin, l'amplitude de la perturbation reste nulle à cet endroit.
On évite également le choix d'un point situé près des bords, car, comme nous le
verrons ultérieurement, la perturbation se développe dans ces régions. L'évolution
de la cote de l'interface n'y est donc pas représentative de celle dans l'ensemble de
la cuve.
Log lO (7])
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Figure 20: évolution de la cote de l'interface en un point.
On constate que la déformation de l'interface se poursuit de façon régulière,
jusqu'à ce que l'aluminium vienne toucher les anodes. Le calcul s'arrête alors.
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b) Croissance de la perturbation
Nous considérons, à chaque pas de temps, la moyenne des carrés des dénivellées
de l'interface. Dans toutes les simulations, cette "amplitude moyenne", appellée
ij, croît de façon régulière, jusqu'à ce qu'en un point, le métal vienne toucher
l'anode. Le calcul est alors interrompu. La phase première du phénomène, qui
voit la déformation de l'interface due à l'effet de pincement à l'échelle de toute la
cuve, n'a pu, pour le moment être dépassée. L'absence se saturation s'explique donc
aisément.
c) Importance des bords
Dans tous les calculs, la perturbation commence à se développer au voisinage
des bords du domaine. C'est d'ailleurs proche de ces régions qu'elle reste la plus
forte en amplitude. Les forces électro-magnétiques sont à dominante irrotation-
nelle. La partie rotationnelle de ces forces, faible, ne peut être compensée par une
modification du champ de pression dans les fluides et entraîne leur mise en mou-
vement, puis l'apparition et la croissance des instabilités de l'interface. Sous les
anodes, la régularité des lignes de courant suggère que la distribution des forces y
soit fortement irrotationnelle, ainsi que dans les canaux, où les courants électriques
sont faibles. Par contre, au passage d'un canal vers le plan anodique, le saut des
forces électro-magnétiques amène celles-ci à être localement rotationnelles. La mise
en mouvement des fluides prend donc naissance dans les canaux. Dans la présente
simulation, le rôle de ces derniers est schématisé par une condition aux limites: le
fluide est supposé obéir localement aux lois de l'hydrostatique dans le bain. Sur
la figure de la page suivante, les courbes de niveau de l'interface sont représentées,
pour une cuve mesurant 3,2m de largeur et 13,5m de longueur. Ces deux dimen-
sions sont ramenées aux mêmes proportions pour les besoins de la figure et rendues
égales à l'unité, adimensionnées pour les besions du calcul. Ce résultat est obtenu
après un temps d'environ 400 secondes, soit 16 oscillations du premier mode dans
la direction OYe la valeur maximale de l'amplitude est d'environ 0,09h; cette valeur
est atteinte pour le point de coordonnées x = 0, y = 0.5. La valeur minimale de
l'amplitude est à peu près -O,09h; cette valeur est atteinte pour le point de coor-
données x = 0, y = -0.5. On note le resserrement des courbes de niveau près des
bords et dans les coins.
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Figure 21: courbes de niveau de l'interface bain-métal.
d) Influence du canal central
En imposant, en des noeuds situés sur l'axe Dy, et correspondant au canal
central, une condition sur la pression analogue à celle sur les bords, il est pos-
sible de schématiser le rôle du canal central. Quand ce dernier est pris en
compte, toutes choses égales par ailleurs, on constate que l'amplitude moyenne croît
systématiquement plus vite. L'effet mentionné au paragraphe précédent se manifeste
non plus seulement sur les bords du domaine, mais également près de l'axe Dy. Mais
à ce phénomène, tirant son origine des propriétés des forces électro-magnétiques, se
superpose l'effet, purement mécanique, du court-circuit hydraulique. Si la perturba-
tion est une sèche suivant la direction Gy, quand l'amplitude croît près d'un bord,
le bain reflue depuis ce bord par les canaux d'une façon amplifiée par la présence
du canal central, lequel tend à augmenter l'amplitude des oscillations. On parlera
alors de pompage de l'onde. Le phénomène a pu être mis en évidence au moyen
de l'expérience de laboratoire. Sur la figure suivante, on représente l'évolution de
l'amplitude moyenne en fonction du temps avec et sans canal central.
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Figure 22: influence du canal central.
e) Importance du rapport de la longueur à la largeur des bassins
Les calculs sont effectués pour 4 rapports possibles de la largeur à la longueur
du bassin. Pour ces quatre cas, la surface totale est la même et correspond au cas
des cuves réelles (3,2 x 13,5m). On considérera les choix suivants: 6,4 x 6, 75m (1),
3,2 X 13,5m (2), 2,4 X 18m (3),1,6 X 27m (4). Sur la figure suivante, on reporte
l'évolution de l'amplitude moyenne pour les divers cas, le calcul étant effectué en
l'absence de canal central.
Log10 (il)
-1 (4)
-2
-3
-4
-5
-6
100 200 300 400
Figure 23: importance du rapport f;.
500
t
600
79
La perturbation croît d'autant plus vite que la cuve est élancée. Ceci tient
à ce l'amplitude de la sèche pourra croître davantage dans un grand bassin, avant
saturation par les effets non linéaires. Une deuxième raison est que l'énergie associée
à la perturbation est alors mieux canalisée dans une direction de l'espace.
f) Influence de l'épaisseur de bain
Pour une cuve de dimensions 3,2x 13,5m, dépourvue de canal central, nous
traçons (figure 24), l'évolution de l'amplitude moyenne en fonction du temps, pour
trois valeurs de l'épaisseur de bain: 3cm (1), 4,5cm (2), la valeur correspondante au
cas des cuves en régime de fonctionnement optimal, et enfin 6cm (3).
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Figure 24: influence de l'épaisseur de bain.
L'influence de l'épaisseur de bain, relativement peu conducteur, n'apparaît pas
comme un paramètre de premier plan dans l'étude de stabilité linéaire. En revanche,
dans une approche globale, le mécanisme souligné par Sneyd [5] paraît de première
importance: une perturbation de l'interface, en modifiant l'épaisseur de bain, amène
une redistribution des grandeurs électromagnétiques et donc des forces qui gouver-
nent l'évolution du phénomène.
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7) CONCLUSION
a) Introduction
Les présents résultats montrent une croissance soutenue de l'amplitude de la per-
turbation au cours du temps. L'absence ~e phénomène de saturation n'est pas sur-
prennant, car si la non linéarité n'est pas exempte de notre formulation, son effet ne
peut apparaître: la déformation stationnaire de l'interface, phénomène s'établissant
en quelques secondes, s'effectue jusqu'à ce que le métal vienne toucher les anodes.
Le calcul s'interrompt alors.
b) Les mécanismes
L'exploitation du code a permis de mettre l'accent sur l'importance de
phénomènes qui avaient été pressentis. Entre autres, l'influence des effets de bord
dans le déclenchement des instabilités, l'importance du rapport de la largeur à la
longueur des bassins, le rôle de l'épaisseur de bain ont pu être étudiés au moins dans
la première phase du mouvement.
On a pu entrevoir également l'influence d'un canal central. En raison de sa
présence, les forces électro-magnétiques subissent des discontinuités qui entrainent
la mise en mouvemnt des masses fluides, puis, éventuellement, le phénomène
d'instabilité. Cependant, l'effet du court-circuit hydraulique ne peut être pleine-
ment apprécié dans cette approche. Sa compréhension nécessite l'usage d'outils
à caractère tridimensionnel, et dans lesquels le mouvement des fluides puisse être
observé de façon simple.
c) Les erreurs dues à l'interpolation
A chaque pas de temps, les termes électromagnétiques des équations du mouve-
ment, puis la forme de l'interface sont interpolés. Dans cette opération, interviennent
des erreurs tenant à la fois aux imprécisions numériques et à la méthode elle même.
Dans une étape ultérieure, l'algorithme de l'interpolation sera perfectionné, par un
choix dynamique de coefficients de relaxation, en vue de converger plus rapidement
et plus précisément vers la solution.
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CHAPITRE CINQ:
ETUDE EXPERIMENTALE DE LA STABILITE DES INTERFACES
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1) INTRODUCTION
a) Interêt d'une expérience de laboratoire
Les théories de la stabilité reposent sur l'hypothèse d'homogénéité, c'est à dire
que l'échelle des variations horizontales des paramètres du système est beaucoup
plus grande que celle des perturbations. Elles sont en outre, tout du moins dans les
développements actuels, inaptes à prendre en compte le rôle fondamental des com-
plexités géométriques des cuves réelles. Le mouvement instationnaire de l'interface
ne peut être étudié qu'au moyen d'outils globaux. Le code de simulation numérique
fournit des résultats portant sur le rapport optimal de la largeur à la longueur, sur
l'influence de l'épaisseur de bain, sur la prise en compte du canal central. En re-
vanche, le rôle des canaux reste abordé de façon schématique, qualitative. Le court-
circuit hydraulique ne peut être étudié en soi au moyen de notre modèle, en raison de
sa nature essentiellement tridimensionnelle. Pour aborder cet effet, ainsi d'ailleurs
que pour corroborer les conclusions de l'étude numérique, le besoin d'une approche
expérimentale se fait sentir. Une expérience en similitude avec les cuves réelles a été
tout d'avord envisagée.
b) Le choix des liquides pour la manipulation
Leur détermination constitue le premier problème. il faut trouver deux sub-
stances présentes à l'état liquide à une température proche de la température am-
biante. Les liquides doivent être non miscibles, leur interface doit être visible ou
sa position connue par des moyens de mise en oeuvre raisonnable. TI faut en outre
que les deux liquides soient suffisament conducteurs de l'électricité pour admettre
qu'un courant électrique traverse l'interface sans provoquer de réaction chimique
dans l'installation expérimentale.
c) Expériences avec courants et champ magnétique
La stabilité d'une interface fluide en présence d'effets M.R.D. a déjà été étudiée,
par exemple par Fahidy [1]. Dans son étude, à caractère théorique, celui-ci considère
un électrolyte soumis à l'action d'un champ magnétique alternatif. L'instabilité
de l'interface entre l'électrolyte et l'air semble fortement marquée par le caractère
alternatif des forces électromagnétiques. L'expérience de Robinson [2] semble plus
proche de notre situation physique. Toutefois, le courant électrique n'y traverse que
l'un des deux fuides, et non pas l'interface, cnmme dans le cas des cuves à aluminium.
Le choix de deux électrolytes a donc été rapidement repoussé, car ces liq-
uides supportent difficilement les fortes densités de courant électrique, de l'ordre
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de 1 Aem-2 , que nous envisageons pour provoquer la mise en mouvement des liq-
uides. Le choix de deux métaux, en l'occurence le gallium et le mercure, liquides
tous deux à 30oe, est également rejeté, car la position de l'interface peut difficilement
être déterminée.
d) Le cas mercure-eau salée
Le type d'expérience le plus envisageable fait appel au mercure et à l'eau salée.
Cependant la masse volumique du mercure est de 13600 kgm-3 , alors que celles
de la cryolithe et de l'aluminium sont resp~ctivement de 2088 et 2270 kgm- 3 •
Dans le cas de cette manipulation, l'écart de densité entre les fluides exclue toute
similitude directe avec le cas des cuves. Il apparaît nécessaire de contrebalancer,
au moins partiellement, l'effet de la gravité en provoquant la lévitation du mer-
cure. L'interaction d'un courant purement horizontal dans le métal uniquement,
et d'un champ magnétique orthog~nal et également horizontal serait mise à profit.
L'intensité du courant et du champ magnétique sont donnés par l'équation:
g6p = JB. (5,1)
Supposons que le mercure occupe un parallélipipède de 10cm de coté, et que
l'on puisse placer le bac qui le contienne dans un champ magnétique de IT. Le
courant nécessaire à léviter le métal est alors de 105 Acm2 • La puissance calorifique
a évacuer, produite par effet joule, dans la couche de mercure est alors de lkilowatt.
Cet obstacle est surmontable, au prix d'un circuit de refroidissement. D'autres effets
apparaissent: le champ magnétique et le courant électrique supplémentaires auraient
des effets secondaires sur la stabilité de l'interface. L'influence du courant purement
horizontal, inexistant dans le cas des cuves, a d'ailleurs été étudiée, du moins pour
certains de ces effets, au moyen de la théorie de stabilité linéaire. La non uniformité
du champ magnétique peut provoquer, un phénomène d'instabilité locale, alors que
nous cherchons une destabilisation de l'interface par des phénomènes de résonance,
comme dans le cas des cuves, où la composante verticale du champ magnétique est
un facteur plus important pour la stabi.lité que le champ horizontal. Une expérience
de ce type n'est donc pas réalisée.
e) Possibilité d'une expérience sans courant ni champ magnétique
L'instabilité des cuves à aluminium se manifeste de façon globale. Les forces
électriques provoquent la mise en mouvement des fluides dans les directions hor-
izontales, ainsi qu'en témoigne l'importance du champ magnétique vertical. Le
gradient de pression redistribue l'énergie dans les diverses directions de l'espace.
Le mouvement vertical s'amorce et s'amplifie par résonance. La géométrie des in-
stallations intervient alors comme un filtre. L'énergie qui n'est pas associée aux
modes propres des installations est dissipée en chaleur. Dans ce contexte, la force
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électromagnétique peut être simulée par une autre force de volume, pourvu que
cette cette dernière respecte l'hypothèse de globalité du phénomène: l'instabilité de
l'interface doit être amplifiée par une résonance et non intervenir instantanément.
Le cas d'une expérience où un bac contenant deux fluides de densité différentes
est brutalement renversé est à exclure. Nous avons réalisé une expérience, où
l'interface entre deux fluides est destabilisée en imprimant à la cuve un mouve-
ment d'oscillation en phase avec le premier mode, dont la période est calculée a
priori. La force électromagnétique est remplacée ici par une force inertielle. Les
propriétés électriques des fluides sont sans importance. On choisira deux fluides de
densité voisine dont l'interface puisse être aisément visible.
2) LA MAQUETTE
a) Rappel sur les ondes internes
La théorie de la stabilité linéaire permet d'obtenir simplement la période d'une
sèche dans un bassin, au moyen de l'équation de Rayleigh-Taylor:
( Pl P2) 2 kb k3th(kht) + th(kh2 ) w =9 P + 'Y , (5,2)
où west la pulsation de l'onde entre deux fluides de masses volumiques Pl et P2,
d'épaisseur hl et h2 • Dans le cas de la sèche, le nombre d'onde k est donné par la di-
mension L du bassin dans la direction de propagation. On aura k = 2{. L'équation
(5,2) est obtenue grâce à une théorie dans laquelle l'amplitude de l'onde est con-
sidérée comme infinitésimale. L'expression de cette amplitude ne figure pas dans
le résultat et ne peut être estimée par une théorie mathématique aussi simple que
celle donnant la période. La théorie linéaire prédit pour la sèche une onde en forme
de demi-sinusoïde. Les travaux de Suberville [3] montrent que la forme de l'onde
obtenue s'écarte de la demi-sinusoïde à mesure que l'amplitude augmente et que le -
rapport des épaisseurs des couches fluides s'éloigne de l'unité.
b) Application à notre expérience
Nous nous proposons de réaliser une manipulation dans laquelle, grâce à
l'équation (5,2), la période de la sèche sera connue à l'avance en fonction des dimen-
sions de la cuve. L'amplitude de l'excitation est fixée, et l'on étudiera tout d'abord
l'amplitude et la forme de l'onde en fonction du rapport des épaisseurs des couches
fluides. En second lieu, l'influence d'obstacles immergés dans la couche supérieure
est observée, de façon à représenter les complexités géométriques des cuves réelles.
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c) Le montage
a) Présentation
Nous utiliserons des fluides peu conducteurs de l'électricité, en l'occurence eau
douce et eau salée. Le montage fait intervenir une cuve en verre.
Figure 25: le dispositif expérimental.
Pour des raisons d'encombrement, notre cuve est réduite 22,5 fois par rapport
à une cuve réelle. Elle mesure donc 600mm de long sur 142mm de large, pour une
hauteur de 250mm (note: dans ce qui suit, on donnera toutes les dimensions en
millimètres, sauf indication contraire).
Faite en verre, pour faciliter la visualisation, la cuve repose, en son milieu,
sur un arbre monté sur des roulements à billes. De cette façon, il est possible de
la faire basculer de droite à gauche (selon la longueur). L'un de ses côtés est lié,
par l'intermédiaire d'une bielle et d'un excentrique, à un groupe moteur-réducteur
assurant un mouvement de rotation très lent, extrêmement bien régulé. La rotation
de l'excentrique permet un mouvement de basculement alternatif de la cuve. il
est possible de faire varier le vitesse de rotation du moteur (pour certaines vitesses
comprises entre 0,01 et 10 tours par minutes) ainsi que l'amplitude du basculement
(en réglant l'excentrique entre 0 et 10mm maximum), afin de modifier l'excitation.
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liquide 2
liquide 1
vis de réglage
(profondeur )
Figure 26: schéma du dispositif.
(3) Représentation des anodes
moteur-rédu<:teur
(vitesse réglable)
excentrique
(amplitude réglable)
Nous avons, de plus, la possibilité de plonger dans la cuve différents types de
blocs, jouant le rôle hydraulique des anodes .. Nous baptiseront désormais anodes ces
blocs de bois.
Nous avons trois jeux d'anodes, afin d'étudier l'influence des différents canaux
(périphériques, latéraux et centraux). Leurs dimensions sont également en similitude
géométrique (échelle 1/22,5). Enfin, elles sont reliées à un capot en bois, fixé sur le
sommet de la cuve, par l'intermédiaire de quatre tiges filetées. La profondeur est
donc réglable et il nous est possible de modifier à souhait la distance entre l'interface
(déjà matérialisée au moyen des deux couches de différentes densités) et la partie
inférieure de ces anodes.
12,9 cm
anode l
6 cm
9mm
anode II
Figure 27: les différents types d'anodes.
S,7 cm
anode III
'Y) Préparation des couches fluides.
La densité de la couche inférieure est le seul paramètre que l'on doit contrôler
parfaitement. Pour cela, on dispose de densimètres dont la précision est de 1 kg/m3 •
Pratiquement, on procède donc de la manière suivante: on dissout le sel dans l'eau
douce. La saumure est ensuite teintée au moyen de rhodamine B. On amène l'eau
douce de façon gravitaire, par un mince tuyau, et on la fait couler très lentement sur
une éponge flottante. Au fur et à mesure que le niveau monte, l'éponge monte. Ainsi
l'interface est bien matérialisée. Un remplissage trop rapide conduit à une interface
diffuse: c'est à dire que le colorant et l'eau salée se mélangent localement à l'eau
douce, ce qui fausse la distribution de masses volumiques. La dernière opération
consiste éventuellement à plonger un type d'anodes dans l'eau douce, en réglant sa
profondeur.
8) Le problème de la diffusion
Indépendament du problème de mélange des fluides à l'interface, le sel de
la couche inférieure a tendance à diffuser dans l'eau douce constituant la couche
supérieure. La figure suivante illustre ce problème de la diffusion moléculaire du sel.
z
allure réelle
épaisseur
de l'interface
allure idéale
p
Figure 28: répartition verticale de la masse volumique dans une bicouche.
Dans l'hypothèse où le remplissage est correctement effectué, la répartition de
densité n'est pas stable et évolue jusqu'à l'équilibre (même concentration de sel dans
les deux couches). Ce qui signifie que la discontinuité de densité, à l'interface, n'est
pas viable. De plus, le phénomène tend à "lisser" le profil de densité pour que l'on
passe, à l'interface, d'une masse volumique à l'autre de façon continue. La diffusion
est très lente, mais elle existe et ne peut plus être négligée au bout d'un certain
temps. Toutefois, nos expériences ont des durées suffisamment faibles (moins d'une
heure), pour que l'on puisse la' négliger...
A ce problème de diffusion du chlorure de sodium dans l'eau douce, vient
s'ajouter celui de la diffusion de la rhodamine. En effet, on retrouve la même ten-
dance: migration du colorant de la couche inférieure vers l'eau claire supérieure).
Le résultat est que l'on obtient, au bout d'un certain temps, une interface de plus
en plus diffuse.
d) But des manipulations
Nous nous proposons tout d'abord, grâce à cette installation, de vérifier le
modèle mathématique le décrivant, notamment en effectuant des mesures de période
et d'amplitude, avec photographies à l'appui.
En second lieu, nous recherchons l'influence des différentes anodes et canaux sur
le phénomène de résonance, pour différentes épaisseurs de couches et profondeurs
d'anodes.
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3) LES MESURES
a) Ondes internes sans anodes
Nous avons procédé à diverses mesures d'amplitude concernant la sèche. Ces
mesures sont destinées à donner une meilleure idée du phénomène de résonance et
du problème de l'amortissement. La photographie suivante montre une sèche dans
une cuve.
Figure 29: exemple de sèche.
b) Mesures de l'amplitude
La sèche se caractérise par une résonance d 'amplit ude: elle est résonnante
(amortissement minimal) quand son amplitude est maximale. Avant le maximum,
le phénomène de sèche existe mais il est amorti. Après passage au maximum, il est
amorti de nouveau et, en plus, vient se superposer le deuxième mode d'oscillation
qui introduit des phénomènes de superposition d'ondes. L'onde se décompose en
une somme d'oscillations sinusoïdales périodiques (modes). Si l'on excite le système
à la bonne fréquence, un mode devient résonnant et les autres sont plus ou moins
amortis.
Figure 30: superposition de modes.
La théorie linéaire ne permet pas de prédire l'amplitude de l'onde. Nous avons
donc effectué, pour une sèche, des mesures d'amplitude. Nous avons opéré de la
sorte.
Pour commencer, on se donne la masse volumique de la saumure et son
épaisseur. Nous avons choisi de prendre les valeurs suivantes:
Pl = 1040 kgm-3 , hl = 5,6 cm.
Le rapport 7 est choisi petit (environ 4 pour cent), on verra pourquoi, par la
suite. Ensuite, on recouvre cette couche par une importante épaisseur d'eau douce
(P2 = 998 kg/m3 ), grâ.ce aux techniques précédemment exposées (h2 = 10 cm).
Dans une troisième étape, on impose l'excitation. L'amplitude de l'excentrique est
réglée à 2mm, la vitesse de rotation du moteur, à 5 tr.mn- l , ce qui revient à forcer
l'oscillation. On a donc: wp = 0,524 rad/s (T = 12 s). On peut alors mesurer
l'amplitude de l'onde observée. Pour h2 = 10 cm, on observe une superposition de
modes d'oscillation et non pas une sèche. Puis, on vidange l'eau douce supérieure
petit à petit et à chaque vidange partielle, on note l'évolution de l'amplitude (A).
On peut alors tracer une courbe A = f(h 2 ), qui caractérise le phénomène pour
Pl, P2, hl donnés. Cette courbe est donnée à la figure 31.
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Figure 31: résonance d'amplitude de la sèche.
On constate, à première vue, que cette courbe passe par le point d'origine, ce
qui ne nous étonne pas car l'épaisseur d'eau douce étant nulle, il ne peut y avoir
de sèche à l'interface. Selon que h2 augmente, l'amplitude de la sèche augmente
lentement (l'amortissement diminue) puis brutalement pour atteindre un maxi-
mum (A = 2,05cm) quand h2 = 6,5cm. Ce maximum caractérise la résonance
d'amplitude de la sèche. Au-delà de ce point, pour h2 supérieur à 6,5cm, l'amplitude
décroit et vient alors se superposer un deuxième mode.
L'équation de Rayleigh-Taylor (5,2) permet de déterminer la pulsation pour
laquelle se produit la résonance. Les calculs sont effectus avec les valeurs suivantes:
W p = 0,524 rad.s-l, hl =5,6cm, Pl = 1040kg.m-3 , P2 =998kg.m-3 , L =0,6m.
93
On trouve h2r =4,6cm. La valeur expérimentale est loin de ce résultat. Cela peut
être dû aux erreurs de mesures. En effet, la précision sur les hauteurs hl et h2 sont
de l'ordre de 2mm, compte tenu du ménisque (effet de tension superficielle). Enfin,
l'imprécision sur la mesure des masses volumiques est de 1 kg.m-3.
D'autre part, des expériences systématiques, entreprises par Suberville [3], ont
prouvé qu'expérience et théorie s'éloignaient à mesure que les profondeurs diminu-
aient. Ceci proviendrait du fait que l'écart, dû à la diffusion, a d'autant plus d'effet
que les profondeurs sont faibles.
En effet, d'après la figure 28, la zone polluée est, par rapport à l'épaisseur des
couches, plus importante quand celles-ci sont faibles.Nous avons choisi un écart de
densité entre les deux couches assez faible (4 pour cent) pour limiter le phénomène
de diffusion. Bien qu'il soit lent, il existe et perturbe les mesures. Enfin, un trop
gros écart de densité peut introduire des phénomènes de non-linéarités qui font
dégénérer la sèche (apparition de solitons). Les mécanismes non linéaires provoquent
la saturation des perturbations.
En conclusion, nous dirons que l'équation (5,2) donne le point de résonance
théorique. Toutefois, pour plus de précision, il est nécessaire de le déterminer
expérimentalement. Pour les mesures, dans une première étape, on calcule la hau-
teur correspondante puis on l'ajuste expérimentalement, avec la courbe précédente.
c) Amortissement
Nous cherchons également à connaître l'évolution de cette sèche quand on
coupe l'excitation. On constate effectivement un amortissement exponentiel, dû
au phénomène de viscosité. .
Les mesures de décroissance de l'amplitude confirment le caractère exponen-
tiel de l'amortissement. Pour les mêmes valeurs qu'au paragraphe précédent, nous
avons tracé, figure 31', la courbe donnant l'évolution de A en fonction du temps.
A noter que l'amplitude maximale que l'on considère est celle qui correspond à la
résonance et donc au maximum d'amplitude (pour h2 = 6,5cm). Dans un dia-
gramme semi-Iogarithmique, cette courbe se rapproche d'une droite (calculée par
régression linéaire à partir des points expérimentaux). La pente (a) de la droite'
donne la valeur du coefficient d'amortissement (-v) de l'onde (0,013 8-1). La sèche
met environ trois minutes avant de s'amortir complètement: effets dus à la viscosité
sont négligeables.
On remarque, par ailleurs, que l'amortissement est d'autant plus grand que la
profondeur est faible.
In(Am/A)
2...,...-------------------------.
15010050
a -G.--"..:;:a_-..-__-.....-~-...,..___,r_____r____,r____,_-,.._~-,..__~---4
-a
t (s)
Le coefficient d'amortissement de la. sèche vaut: ex =0,013 S-l.
Figure 32: anlortissement de la sèche.
cl) Ondes internes avec anodes
Quand on dispose les anodes dans la cuve, on ne peut plus décrire de façon
simple l'évolution de l'interface. En effet, les conditions aux limites devenant trop
complexes, cela ne peut se faire sans recours à l'ordinateur ou à l'expérience. On
étudie à présent l'influence des canaux sur l'onde.
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Figure 33: sèche avec anodes.
0:) Déplacement de résonance
Un calcul simple peut permettre d'évaluer l'importance des canaux.
Rappelons que l'anode l est l'anode centrale, l'anode II correspond aux deux
anodes parallèles avec canal central et l'anode III aux blocs d'anodes.
Les rapports entre la surface plane recouverte par les différents types d'anodes
et la surface totale de la cuve (L X 1) sont pour les différents types d'anode:
- anode 1 : 88,6 %,
- anode II : 82,5 %,
- anode III : 79,7 %.
Les canaux occupent ainsi une surface allant d'environ 10 à 20 % selon le type
d'anode. On pourrait donc s'attendre à ce que l'influence de l'anode III soit plus
importante que celle de l'anode II qui serait, elle-même, plus importante que celle
de l'anode I. D'autant que c'est dans ce dernier cas que l'on se rapproche le plus de
la condition d'étanchéité à la surface libre (voir chapitre 1).
Nous avons donc décidé d'entreprendre des mesures d'amplitude pour la même
sèche qu'au paragraphe b. TI s'agit de voir l'évolution de l'amplitude de l'onde interne
avec la hauteur d'eau dans les canaux.
96
On rappelle que la profondeur du bain est la hauteur entre interface au repos
et fond des anodes et que la hauteur des canaux est prise entre le fond des anodes
et la surface libre. De plus, on conviendra d'appeler h la hauteur totale du fluide
supérieur (entre interface au repos et surface libre).
ANODES
°
2::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::;:::::::::::: h2
Figure 34: épaisseur de bain et hauteur totale.
h
surface libre
interface
fond
Tout d'abord, on se fixe la couche inférieure par sa densité et son épaisseur.
Nous avons encore pris Pl = l040kg.m-3 , hl =5,6cm. Puis on recouvre la saumure
d'une importante quantité d'eau douce. Maintenant, nous plongeons les anodes
(celles que l'on désire) dans l'eau douce. Mais nous avons choisi de les enfoncer
d'une certaine hauteur de façon à ce que l'on ait une épaisseur de bain égale à
l'épaisseur où se produit la résonance, sans qu'il y ait d'anodes (soit 6,5cm, d'après
l'étude précédente). En d'autres termes et pour se référer au schéma du dessus, on
prend hl = 5,6cm, h2 = 6,5cm et l'on fait varier, à volonté, la hauteur d'eau dans
les canaux. Finalement faire varier h, c'est faire varier la hauteur de liquide dans
les canaux et non pas la profondeur du bain.
On obtient ainsi, pour un h donné, une certaine amplitude. On peut alors tracer
les courbes A = f(h) qui sont données à la page suivante.
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Figure 35: résonance d'amplitude avec anodes.
Figure 36: anode l, h = I4,5em.
Figure 37:; anode l, h = 10em. L'amplitude est plus faible.
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Pour h inférieur à h2r = 6,5 cm, la surface libre est au-dessous du fond des
anodes et l'on retrouve évidemment le cas où il n'y a pas d'anodes. Cela explique
pourquoi les différentes courbes ont une partie commune (entre h =°et h = 6,5 cm).
Au- delà de cette dernière valeur on observe, selon le type d'anode, un comportement
différent. En effet, les courbes présentent un nouveau maximum, indépendant du
maximum caractérisant la résonance sans anode. li est caractérisé par un h plus
grand que h2r (ce qui ne nous étonne pas puisque l'on rempli les canaux) et, chose
nouvelle, par une amplitude qui est également plus grande que celle obtenue sans
anode.
Les mesures montrent donc que la présence d'anodes augmente l'amplitude de
l'onde. En fait, nous avons un nouveau phénomène de résonance complètement
indépendant du cas sans anode. Les anodes déplacent complètement le point de
résonance (sommet de la courbe).
On remarque également que l'influence de l'anode II, sur l'amplitude, n'a pas été
correctement interprétée au moyen du calcul simple que l'on a fait un peu plus haut.
Effectivement, d'après nos mesures et pour notre sèche, on constate que l'amplitude
de l'onde interne, à la résonance, est plus grande, pour ce type d'anode (le maximum
est à 3,05 cm). L'importance de la surface recouverte ne peut donc pas expliquer ce
phénomène. li faut donc admettre qu'il en existe un autre.
On retrouve ce résultat, pour chaque type d'anode, quand on se fixe h (à la
valeur correspondant à la résonance soit: 13,5 cm pour l'anode l, Il cm pour l'anode
II et 12,5 cm pour l'anode III). Donc, on fait varier la profondeur du bain (h2 ) tout
en maintenant le niveau de la surface libre constant. On obtient alors de nou-
velles courbes qui présentent les' mêmes caractéristiques. On retrouve le passage par
l'extremum correspondant à la résonance d'amplitude. On note, bien évidemment,
que ce point est le même que celui de la courbe A = f(h). A sa gauche (h2 inférieur
à h2r ), l'amplitude chute brutalement pour tendre vers 0, à sa droite, l'amplitude
chute de nouveau mais plus lentement et l'on observe, à nouveau, la superposition
de modes. Cela signifie que profondeur de bain et hauteur de liquide dans les canaux
sont liées et agissent simultanément sur le déplacement de la résonance.
En conclusion, nous devons donc admettre qu'il existe un phénomène physique,
qui n'intervient sur l'amplitude qu'en présence d'anodes et de façon préférentielle,
selon le type d'anode.
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Figure 38: évolution de l'amplitude en fonction de h2 pour h = I3,5cm (anode 1).
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Figure 39: évolution de l'amplitude en fonction de h2 pour h = llem (anode II).
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Figure 40: évolution de l'amplitude en fonction de h2 pour h = 12,5cm (anode III).
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;3) Court-circuit hydraulique
Maintenant, renouvelons l'expérience précédente. Plongeons dans le bain d'eau
douce un type d'anode (n'importe lequel). On se donne donc hI, h2 , h, Pl, P2. On
se propose de suivre visuellement le trajet de particules flottant entre deux eaux, à
niveau constant.
Prenons une particule matérielle dans un des canaux longitudinaux (entre bords
verticaux des anodes et de la cuve, mais aussi le canal central) et une autre particule,
sous la première, dans le bain (entre l'interface et le fond des anodes). Si on les suit
l'une après l'autre, on constate que leur mouvement est sinusoïdal, c'est à dire que,
selon la forme de l'interface et sa position, une particule avance et recule pour avoir
un mouvement moyen nul (sur une période). Si on les regarde en même temps, on
constate alors que la particule du canal inverse son mouvement avant celle du bain.
Dans le bain, nous n'avons pas ce phénomène et les particules à tous les niveaux
inversent leur mouvement ensemble. il y a donc un déphasage entre mouvement
dans le canal longitudinal et mouvement dans le bain et le premier est en avance sur
le second.
Nous savons déjà que le mouvement de l'interface induit un mouvement (nul en
moyenne) dans les deux couches liquides (inférieure et supérieure).
Plaçons-nous dans le cas où il n'y a pas d'anode. Par exemple, quand l'interface
monie à gauche et descend à droite, (puisque sa forme est celle d'une demi-sinusoïde,
dans le cas de la sèche), il se produit, dans la couche supérieure un courant liquide
de gauche à droite pour aller combler le creux qui s'est formé. En revanche, dans la
couche inférieure, le courant est opposé de façon à remplir la bosse qui s'est formée
à gauche. Quand il y a des anodes, le débit de la couche supérieure transite à la fois
par le bain et par les canaux longitudinaux. Mais comme les pertes de charges dans
le bain et dans les canaux sont différentes, les temps de transit sont différents. Ainsi,
nous avons un déphasage entre les deux débit. C'est le court-circuit hydraulique.
Du point de vue mathématique, les équations qui gouvernent le mouvement dans
le bain et dans les canaux sont différentes. Dans le bain, nous avons les équations
du modèle stationnaire et dans les canaux Moreau et Evans [4] ont montré que l'on
a:
(5,3)
où s est l'abscisse curviligne à un niveau donné. Le coefficient K. intervenant dans
les équations du modèle stationnaire représente les pertes de charge dans le bain et
>"Q2, celles dues aux canaux. .
Dans les canaux, la pression p est en phase avec le carré de la vitesse. Dans le
bain, on voit que cette même pression (compte tenu qu'il y a forcément continuité
de la pression entre les deux domaines) n'est pas non plus en phase avec la vitesse,
à cause du terme :t +K..
On comprend alors mieux l'origine du déphasage entre les deux vitesses. Il est
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dû essentiellement à la nature différente des pertes de charge dans les canaux et dans
le bain.
Nous pensons finalement que le court-circuit hydraulique est responsable du
pompage de l'onde interne, ce qui expliquerait l'augmentation de l'amplitude en
présence d'anodes.
L'anode II aurait une influence plus importante que l'anode l, précisément à
cause du canal central. Le débit de transit étant plus important ainsi que les pertes
de charge, le court- circuit hydraulique serait plus marqué et l'amplitude du point de
résonance plus grande. Evidemment, pour l'anode III, cette explication n'est plus
valable car la présence des petits canaux latéraux augmente encore plus la perte de
charge. Toutefois, nous pensons que ces canaux occasionnent des recirculations du
liquide supérieur, limitant ainsi le court-circuit hydraulique et diminuant son effet.
4) CONCLUSION
a) Les résultats actuels
Nous avons pu observer l'effet du court-circuit hydrauliqu:e occasionné par la
présence des canaux. Ceci n'avait pas été possible au moyen du modèle numérique
exposé au chapitre précédent. Dans le cas des cuves réelles, l'influence des canaux
décale l'abcisse du maximum d'amplitude à droite, dans la courbe qui donne
l'amplitude en fonction de la hauteur dans les canaux.
Le but de l'étude de cette interface est de déterminer la plage de fonctionnement
des cuves qui rend l'amplitude des ondes internes faibles. La courbe de résonance,
montre que la zone à gauche de l'extremum est propice au fonctionnement car il
suffit de diminuer faiblement la hauteur de liquide dans les canaux pour diminuer
fortement l'amplitude de l'onde. Il est donc nécessaire, dans les cuves industrielles
de connaître le point de fonctionnement et de le situer par rapport au maximum
d'amplitude. On peut alors localiser la zone où le fonctionnement est optimal.
b) Les extensions possibles à la présente expérience
a) Prise en compte des talus de cryolithe figée
Nous n'avons pas tenu compte, dans notre approche, de l'influence des talus.
Ces derniers, constitués de cryolithe solide, se forment sur les bords des cuves, dans
les angles. Us modifient ainsi l'échelle de longueur latérale et peuvent donc entrai'ner
des phénomènes influençant la résonance. TI serait bon de les simuler et d'analyser
leur influence sut le mouvement d'ensemble.
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(3) Influence de la taille des canaux
TI est également intéressant de connaître l'influence de la taille des canaux.
Compte tenu de leur importance dans le court- circuit hydraulique, on peut
penser que des modifications de leur section peuvent entrainer des modifications
de l'amplitude des ondulations de l'interface. Pour ce faire, il serait peut-être
utile de procéder par étapes successives. TI faut mieux comprendre l'influence du
canal central et surtout le rôle des petits canaux transversaux, car nous avons vu
qu'ils créaient, sans doute, des recirculations et contribuaient, vraisemblablement, à
l'atténuation du court-circuit hydraulique. Dans cette optique, il sera nécessaire de
fabriquer et utiliser un grand nombre de répliques d'anodes.
1) Introduction d'une oscillation dans la direction 0 x
TI serait également utile d'introduire une oscillation latérale, selon la direction
Gy, car il est vraisemblable que celle-ci soit présente dans les cuves industrielles,
bien qu'elle y soit relativement faible. Pour ce faire, il faudrait un autre axe de
rotation, perpendiculaire au premier, sur lequel reposerait l'ensemble du dispositif.
Au moyen d'un deuxième groupe moto-réducteur, il doit être possible de créer une
oscillation latérale indépendamment de l'oscillation d'interface longitudinale~
6) Influence d'un courant
Enfin, nous n'avons pas, jusqu'à présent, étudié l'influence de circulation dans
les couches fluides. Or, il existe un courant, de l'ordre d'une vingtaine de centimètres
par seconde au maximum dans la cryolithe. Les vitesses sont d'ailleurs beaucoup
plus faibles dans l'aluminium. Au moyen d'une pompe, nous pouvons créer un
courant et constater son influence sur la stabilité de l'interface.
€) Importance de ces extensions
Les développements possibles à notre expérience sont à l'étude actuellement.
Toutefois, l'apport d'une circulation dans la couche supérieure nécessite la construc-
tion d'une nouvelle installation et ne pourra être réalisée dans de brefs délais.
c) Vers une expérience en similitude avec le cas des cuves
D'une manière générale, un système oscillant répond sur la fréquence que lui
impose le système excitateur. Dans les cuves réelles, la rétro-action du champ
des vitesses sur le champ magnétique peut être négligée. les grandeurs électro-
magnétiques s'adaptent instantannément à la forme de l'interface. Quand est at-
teint le régime d'oscillations entretenues, la fréquence des forces électro-magnétiques
correspond à celle des mouvements de l'interface. Ici le système oscillant impose la '
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gamme des fréquences à laquelle il est excité. Ces fréquences correspondent aux
modes propres des bassins: en effet l'énergie nécessaire à l'entretien du mouvements
est minimimale. L'instabilité des cuves se manifeste donc aux fréquences propres
des bassins.
Dans une expérience en similitude avec les cuves réelles, pour un choix
d'épaisseurs des couches fluides donné, il apparaît nécessaire de pouvoir faire varier
continûment la période d'excitation du système, afin de pouvoir déterminer les modes
propres d'une installation de géométrie complexe et l'amplitude des oscillations à la
résonance.
~J
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1) LES DIVERS TYPES D'INSTABILITE
a) Instabilités locale et globale
L'étude de stabilité linéaire a permis de mettre l'accent sur l'existence de deux
types d'instabilité d'interface. On distinguera d'abord l'instabilité locale, dans laque-
lle la composante verticale des forces électro-magnétiques est suffisante pour vaincré
la force de pesanteur. Le fluide le plus lourd est dans ce cas lévité au mépris de
la géométrie des installations. L'instabilité peut également se manifester à l'échelle
globale: les fluides sont d'abord mis en mouvement dans les directions horizon-
tales, puis le mouvement se développe dans la direction verticale par le biais d'un
phénomène de résonance.
b) Incidence du type d'instabilité sur le choix de l'outil adapté à son
étude
Dans le cas des cuves à aluminium, l'instabilité se manifeste à l'échelle globale,
et son étude ne peut être abordée par des outils dont l'usage repose sur des hy-
pothèses de localité des phénomènes. Nous avons délaissé la résolution d'équations
aux amplitude au profit d'une simulation numérique d'abord, d'une expérience de
laboratoire ensuite.
2) LES RESULTATS ACTUELS
a) Les mécanismes de l'instabilité
La simulation numérique a permis de souligner l'importance des effets de
bord électro-magnétiques, du rapport des dimensions horizontales de la cuves, de
l'épaisseur de la couche de fluide peu conducteur. La manipulation a mis en évidence
le rôle de court-circuit hydraulique joué par les canaux.
b) Les perfectionnements à venir
Le code de simulation numérique présente encore des lacunes, dont la princi-
pa.le est l'accumulation d'erreurs numériques au cours des opérations d'interpolation,
lesquelles ont lieu à chaque pas de temps. Une amélioration de l'algorithme devrait
permettre l'obtention d'une précision meilleure, et donc d'avoir accès à des résultats
plus intéressants sur le plan quantitatif. L'expérience de laboratoire devrait faire
l'objet d'ajouts techniques en vue de se rapprocher d'une similitude des cuves réelles.


